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“全 等 的 两 个 三 角形 一 定 是 相似 的 ”， 这 一 命题 是 正确 
的 ， 那 么 我 们 就 要 加 以 严 痪 证 明 ， “相似 的 两 个 三 角形 一 定 
大全 等 的 ”这 一 命题 是 不 正确 的 ， 那 么 我 们 就 要 找 出 两 个 相 
位 三 角形 并 不 金 等 ， 也 就 是 说 ， 举 一 个 反例 。 由 此 看 来 ， 对 
于 命 古 来 说 ， 绽 出 证 明和 构造 反例 是 网 样 重要 的 。 

本 书 的 主要 内 容 是 举 出 关于 代数 中 的 反例 ， 包 括 高 等 代 
数 和 近世 代数 基础 两 部 分 。 在 前 一 部 分 中 ， 环 上 的 线性 空间 
一 节 已 超出 高 等 代数 的 范围 ， 但 它 对 理解 线性 空间 的 结构 不 
是 无 益 的 。 在 举 反 例 的 过 程 中 ， 著 涉及 到 的 定理 、 命 题 的 论 
证 均 可 在 高 等 代数 和 近 此 代数 基础 中 找到 。 为 了 有 助 于 对 阿 
是 的 理解 ， 我 们 还 加 入 了 一 些 说 明 性 的 例题 . 
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高 等 代数 部 分 
第 一 章 多 项 式 


这 一 章 ， 我 们 主要 是 讨论 数 域 上 的 一 元 多 项 式 ， 并 举 
出 有 关 的 反例 ， 关 于 整除 、 最 大 公 因 式 、 互 案 、 不 可 约 、& 
置 因 式 以 及 本 原 多 项 式 这 一 系列 的 概念 ， 都 为 大 家 所 台 悉 ， 
就 不 一 一 叙述 了 。 

下 面 就 举 一 些 相关 的 反例 。 

1。 如 果 f(z)1giz)，i=1，2,…， 8 ,那么 7(z) 就 能 回 
除 g1C7)，g2CT)，…，gn《z) 的 组 合 ， 即 

FT Cr CT) tus (TI gr) Fe tu GT)) 

反之 不 雇 、 即 1x) 能 整除 9 1C2)，g9: (x)，…，gnCx) 的 
组 合 ， 未 必 f (zx) | 每 一 个 g(x)。 


例 f(x) =3z 一 2 
而 17) = 2 十 ly a2) 一 27 十 3 
Ui(r) = 一 2 ualr) 三 下 
显然 fT Cu CTI G1 CT) 十 ta(r29aCT7》 
但 fr) + g(r) 


2。 Piz] 中 的 多 项 式 f(x) 与 g(x) 的 最 大 公 因 式 是 
dx) ,那么 有 ix] 中 多 项 式 u(x) 与 v0Cx) 使 


Q(o7 = u(r CF CY + vr gr) 


但 i) 
(2) 的 最 大 公 因 式 ; 


反之 不 嘉 。 即 上 式 成 立 ，d Co) 未 必 是 Fz) 与 


i) 清 足 上 式 的 kz) 与 bCr)? 不 是 叭 一 的 。 


全 1) fr) = 2 


中 


4Cz) 一 工 十 2， 


司 料 让 


我 们 说 ， 当 


97) = 工 十 | 
rr +2I trri rl = ar +2r—1 
人 


2z? + 2x 一 1 显然 不 是 fCx》 与 9(x) 的 最 大 公 因 式 ，。 


dCTY = ULCPFCT +t ur yg (xr) 
而 d《x) 是 f(x) 与 9《7) 的 一 个 公 因 式 时 ，d(x) 一 定 是 《rz) 与 


3(z) 的 一 个 最 大 公 因 式 。 
例 ii> 


则 d (x) =1 
人 = 一 上 
UF) 一 了 
=0 
Mulz)=1 
2 A 
tr) 一 2z2 一 工 
3， 多 项 式 f (7),，Jf (7)， 
不 一 定 两 两 互 素 ， 

例 D f(x) =x? -3r+2 
fl) =7 -Sr+6 
fsl2) =7* 一 47+3 

是 互 素 的 ， 但 
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fx) =x -1 gx)=1 


"fn(r) (n>2) 互 素 时 ,并 


(Cr)。 fbr)) 一 工 一 2 
Mi) fi) =x -7x +7T+15 
akz) = wt— xr 20 
fstr}=7 +r 12r 
由 (六 CD，F(CD，FCzy) =1 
而 Gecn ,flr)) =7~ 5 
Cf ix) ,PCDD)= 工 一 3 
Ca Cr) As Cr)) 一 工 十 4 
4。 不 可 约 多 项 式 p(x)1f(z)g Cx) 则 有 zi7(z) 或 
px) 19(z)。 
我 们 说 ，p(x》 是 不 可 约 和 多项式 的 限制 是 必要 的 ， 否则， 
即 可 举 出 以 于 反例 ， 
令 pz) = fC =z 一 1，9Cr) = 工 一 1 
显然 有 pt)1f(xyg (lz), 但 pCr)+1 f(T) 及 pCzy+ gCry 
5。 若 不 可 约 多 项 式 ptr) 是 / (x) 的 有 重 因 功 《(k 之 1) ， 
则 bm 是 1' (xz) 的 -1 重 因 式 。 
反之 不 真 。 举 例如 下 ， 
令 fr =7*— 3r*+37—3 
则 f' Cv) So 一 6z+S8 
z 一 1 是 产 (xm 的 2 重 因 式 ， 但 z 一 1 不 是 f(x) 的 3 重 因 
起， 其实。 就 不 是 f Cx) 的 因 式 。 
6。 本 原 示 项 式 不 … 定 是 不 可 约 的 。 
例 x?+3x+2 是 本 原 的 ， 可 是 
Zz +3x+2= Cr+1)(Cr+2) 
了。 设 / (x)，g (是 亏 系 数 多 项 式 , 且 g (x) 是 本 不 的 ， 
车 fr =g 《x)h(x)， 其 中 h(x) 是 有 理 系数 多 项 式 ， 刚 h(x) 
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一 定 是 整 系数 的 。 
我 们 说 ，g《r) 限制 为 本 原 的 条 件 不 可 缺少 ， 否 则 就 让 
fOr) = 7 1+, gr) =2r+2 


而 fC2) = 9 RY 
那么 Ac = 
3。 巨 isensfein 判别 法 告诉 我 们 ， 
当 fC2) = prt Gr ix lag 
是 一 个 整 系数 多 项 式 ， 存 在 一 个 素数 使 得 
i 让 十 ao 
i plos i=0, 1, +, fn—1y 
[I 


那么 1 在 月 理 数 域 上 是 不 可 约 的 。 

可 十 当 找 不 到 这 样 的 素数 户 ,我 们 不 能 判定 其 是 否 可 约 。 

例 f(x) =x* +37+2 

sz) = + 

对 六 (az 夏 Fa (四 来 说 。 我 不 到 满足 判别 法 条 件 的 素数 p， 但 
Fo 可 约 。f az 不 可 约 。 

9。 ftx) 在 有 理 数 域 上 可 约 ， 它 不 一 定 有 有 理 根 . 

例 fr = Cr +1) 

这 一 童 的 最 后 ， 给 出 关于 多项式 函数 的 反例 。 

定义 ”如 果 在 多 项 式 f (x) 与 9Cz) 中 ，, 同 次 项 的 系数 全 相 
和 等， 那么 Cz) 与 9 (就 叫做 相等 ， 记 为 

fx) = g(x) 

定义 ”由 一 个 多 项 式 定义 的 函数 称 为数 域 PP 上 网 多 项 式 

函数 。 


a 


即 设 fr) = or t ax t+ .+a 
是 卫 [x] 中 的 多 项 式 ，a 是 呈 中 的 数 ， 在 f(z) 的 豆 达 式 中 用 
2 代 z 所 得 的 数 
Go Fao + ta 
称 为 7(zm 当 z=e 时 的 值 ， 沁 为 /(g)。 这样 一 来 ， 多 项 式 
TD 就 定义 了 一 个 数 域 已 上 的 函数 。 
我 们 知道 ， 两 个 多 项 式 相 等 必然 导出 两 个 多 项 式 逢 数 
相等; 
反之 ， 两 个 多 项 式 孟 数 相等 是 否 必 然 导 出 两 个 多 项 式 相 
等 呢 ? 
当 已 是 数 域 时 ， 回 答 是 肯定 的 ， 其 原因 基数 域 中 有 无 穷 
多 个 数 。 
当 已 是 有 穷 多 个 元 素 时 ， 回 答 是 未 必 。 
例 2Z: 是 以 2 为 模 的 剩余 类 环 。 
考察 Z: 上 多 项 式 
(zy 一 并 十 上 
与 gr)=x +t1 
fAWD = gC =1 
f=g901)=0 
所 以 。 这 里 的 两 个 多 项 式 函 数 j(z) 与 sz) 相等， 但 是 , 这 里 
的 两 个 多 项 式 /z) 与 9(z 不 等 。 


第 二 章 挎 阵 


矩阵 好 法 


定义 设 A4= (aDmn, B= (CbD)np 
那么 乱 阵 个 = (ciDmp 
其 中 


eg 莹 ps 有 pi 


称 为 4 与 有 的 乘积 ， 记 为 
C=AB 

泪 意 ， 两 个 矩阵 只 有 当 第 一 个 矩阵 的 列 煞 等 于 第 二 个 矩 
阵 的 行 数 时 才能 相 乘 。 

矩阵 乘法 不 适合 交换 律 。 

i) -dB 有 意义 ， 当 普 关 疙 时 。 Boom 没有 意义 。 
如 4.sBss 有 意义 ， 而 如 se 没有 意义 。 

六 AmnBan 与 BomnAms 都 有 意义 ， 当 m4 时， 它们 阶 
数 不 等 ， 如 4,38,, 是 4 阶 的 ，BssA4s 是 3 阶 的 。 

ii》 -4 有 Bo 与 如 .4 的 阶 疲 都 基 m。， 也 不 一 定 相等 。 


" GD 1) 


a8-(? 区 aa 全 


有 关 矩 阵 权 法 的 例 胡 


1. 存 在 零 因子 
即 ”4#O，BzO 而 有 48=0O. 


全 4=() 0) a-( 1) 
ao 


0 
一 般 说 来 ， 有 . 
fi1 9 0 0 
,0 6 0 0 
Arxn=j0 0 0 0 
en 0 
\o 0o 0 0 
10 0 0 m0» 
lo 1 0 .0 
a 
i | 
“0 0 0 07 
:0 0 0 0 
lo。 0 0 0 
AB= 0 0 0 9 
i 
了 i 
‘0 0 0 07 


又 如 


z。 上 便 中 同 阶 竹 阵 相 乘 的 情形 里 ，4zO， 瑟 关 〇 而 
有 AB=0O， 同 时 有 BA=0O. 
现 举 一 便 是 4O，BxO 而 有 4B=0， 调 BA O。 


例 A= [0 2 B= (_; _)) 


那么 48- ( 0) 


1 1 
而 BA= (5 _1) 
和 上 例 一 样 ， 可 以 举 出 同样 结论 的 4 阶 库 的 例 。 
3。 乘法 消去 律 不 成 立 。 
A+O，AB=AC 未 必 有 B=C 


现 4-(-1 -站 


i -1 1 
2 
显然 ，A+O，AB=AC, 而 B+*C 
4。 一 般 说 来 
CAB) ALB: 
例 
8 


3 2 1 1 
AB=(S 7) cam:=(4 -人 
了 4 a 
(as 7) 人 G 0) 
ee 
所 以 
AB :FAB? 
+ 阶 阵 的 例 只 要 令 
7 类 :sk 
| 3 和 省 | 
A=! 1 ‘B= 入 
A 
可 知 


CABALBE 
明显 地 ， 只 要 AB= 84， 就 有 (AB)t= A*Bs. 

在 这 王 章 以 下 的 各 例 中 ,凡是 各 到 只 举 二 阶 矩 阵 的 情形 ， 
都 可 以 类 似 地 扩展 到 +# 阶 和 矩阵 的 和 情形， 和 将 所 举 的 二 阶 算 阵 放 
入 要 扩展 的 关 阶 矩阵 的 左上 角 ， 再 将 4 -~ 2 阶 的 单位 矩阵 放 
置 右 下 角 。 其 他 位 置 均 为 零 。 凡 此 ， 和 玖 们 就 不 青 将 扩展 的 nm 
防 和 矩阵 一 一 列举 了 。 

5。 我 们 知道 (<4B)7 = B1A+ ， 可 是 未 必 有 (AB = 


A BB’. 


例 仍 取 
“(sy 
Wg hs 
A455 TD) 4B 
故 有 CAB) ¥ A'B' 


6。 (A4B)-!= 号 -14-1, 但 抄 必 有 


CAB)-1= A 8B- 


4A-(s 3) a0 7) 
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Sie sl 


[| 


3 


2 
A-1B-1a 
5 
昌 
故 丰 AB 这 人 
7- 不 存在 ” 芥 短 阵 4、B 适 合 关系 
AB- BA=E 
可 存在 线性 变换 和 A、B 通 合 关系 
AB~BA=E 
请 参看 线性 变 狂 的 有 关 例 题 。 
8- 一般 说 来 ， 对 ” 阶 和 矩阵 4 和 已， 等 式 
1A+BI=|Al+|AI 


二 
2 
1 
2 


不 成 立 . 
例 + 阶 矩 阵 


| \ 


显然 4+B=E 而 14+BI=lE£I=1 


到 141+18l=0+0=0 

3。 看 矩阵 女 、B， 且 A? = 玉 ，B: = 五 ， 未 必 有 
(AB)*=E. 

例如 当 有 = 2 时 ， 


a) Sa 


31 


而 CD 人 了】 cm 为 正 连 数 ) 


所 以 ABY"#E . 
特别 地 (ABY:#E 
10。 已 知 有 理 数 域 9 上 3 阶 和 矩阵 


2 0 [a 


的 行列 式 是 0 ， 找 一 个 @ 上 的 非 零 3 阶 和 矩阵 使 
AB=BA=O, 《OO 为 零 矩阵 ? 
这 样 的 2 是 不 是 唯一 的 ? 
根据 条 件 AB= BA4=O， 虑 到 


0 0 0 
ee 9, 
Su 2 zk 
| 3 
3k 一 
让 二 0， hkEQ 
确实 AB=BA=-O 


取 上 的 不 同 值 ， 就 得 到 不 同 的 8。 
12 


(〈 实 ) 对 称 阵 

1。 对 称 阵 之 和 仍 为 对 称 阵 ， 但 对 称 阵 之 积 未 必 是 对 称 
上阵。 

例 


1 85 F2 1 
A-(s 2) ar 1) 
5 4 
而 。 4B=(。 6) 。 不 是 对 称 库 ， 
应 当 注意 的 是 1 阶 对 称 阵 之 积 仍 为 对 称 阵 。 
2。 设 4 是 ( 实 ) 对 称 阵 ， 如 果 4* DO， 就 有 4-0。 
我 们 说 ， 4 是 对 称 阵 的 条 件 不 容 忽视 。 


例 4=(_。 _ 2?)， (oe 是 任意 实数 ) 


显然 42 = 口 
当 a 关 0 时 ，A4t#O， 此 时 ， 本 不 是 对 称 阵 。 
所 阶 阵 的 情况 ， 可 令 


\ 8 
A*=O, 而 A*O 


3。 实 对 称 阵 的 特征 值 都 是 实数 ， 但 特征 值 都 是 实数 的 
实 和 矩阵 未 必 对 称 。 


同样 有 
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4 445 
例 A=( 1) 
的 特征 值 汐 2 和 6 ， 但 4 不 对 称 。 
4。 实 允 称 阵 和 对 角 阵 由 似 。 但 是 和 对 角 降 相似 的 矩阵 
未 必 对 称 . 


有 B=T "iAT 
期 妇 与 有 相似 ，-4 是 对 角 阵 ， 而 呈 不 是 对 称 阵 。 
5。 nn 阶 实 对 称 阵 有 "= 个 线性 无 关 的 特征 问 量 。 反 之 * 
有 := 个 线性 无 关 的 特征 向 最 不 一 定 是 实 对 称 阵 。 
4 6 0 
例 A= 人 - 3 一 5 "] 
-3 -6 1 
-4 的 特征 值 为 -2 和 1 。 
属于 - 2 的 特征 向 量 是 《~ 1，1，1 ) ， 属 于 1 的 特征 
向 量 是 《-2，1，0 ) 、 (0，0，1 ) 。 这 三 个 特征 向 量 线 
性 无 关 。 殷 -4 不 是 对 称 阵 ， 


反对 称 阵 


所 谓 反对 称 和 矩阵 ， 即 要求 符合 条 人 忻 
A=—A! 
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1。 关于 反对 称 阵 之 积 
当 阶 数 为 ?时 ， 


A=( 50》 


均 为 反对 称 隆 。 
i 
ab 0 
AB8=(% 006) 
当 a 半 0 且 天时 ，A4B 是 对 称 阵 ， 且 为 对 角形 阵 ， 亦 为 
纯 量 矩阵 ， 不 是 反对 称 阵 。 
我 们 不 能 将 这 一 结论 锥 广 到 + 阶 阵 


例 1 
站， 本 二 
| 
2 3 0 
信 
Be 
5 6 0 


i 和 [和 6 


人 5 


让 


-4 五 姥 不 是 对 称 阵 也 不 是 瓜 对 称 阵 。 


0 0 2 0 
0 0 3 0 
4=| -2 -s oo 
0 0 0 0 
0 0 -3 0 
0 0 0 
3 1 0 0 
0 0 0 0 
都 是 反对 称 阵 ， 而 
6 2 0 0 
ps oo 
0 0 9 0 
0 0 0 0 
跷 不 是 对 称 阵 也 不 是 反对 称 阵 。 
当然 可 以 把 以 上 两 个 例题 推广 到 一 般 " 界 阵 上 去 。 


同样 ， 不 宜 和 名 略 1 阶 的 情形 ; 
4=K0)， B=(0) 
AB=(0) 

奔 可 请 对 称 阵 亦 可 谓 反 对 称 阵 。 

2.。 才 是 mr 阶 阵 ， 当 有 4 是 对 称 阵 时 ，A" 仍 为 对 称 阵 ， 

当 4 是 反对 称 阵 时 ，-4" 是 反对 称 阵 ， 当 六 是 奇数 时 
4" 是 对 称 阵 ， 当 mm 是 偶数 时 。 

3.。 不 存在 奇数 阶 的 可 道 反对 称 隆 。 也 就 是 说 ， 奇 数 阶 
的 反对 称 降 的 行列 式 为 0。 
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而 偶数 阶 的 反对 称 阵 的 行列 式 不 一 定 为 4 。 


例 | 和 0 
a 1 0 0 0 
| 0 0 0 5 
0 0 1 0 
显然 1Al0 
当然 偶数 阶 的 反对 称 阵 的 行列 式 亦 可 为 0 。1 
例 有 一 和 从 
> 1 0 9 09 
0 0 9 0 
0 0 0 0 
显然 141=0 


但 是 也 有 一 个 必然 结论 的 礼 况 ， 那 就 是 2 阶 非 零 的 反对 
称 跨 的 行列 式 一 定 不 为 0 。 


例 0 a 
A=(_ o) 证 六 和 
而 144=o 闪 0 当 a 区 0 时 ， 
正定 阵 


1， 正定 阵 的 各 还 是 正 定 跨 ， 但 正定 阵 的 差 未 必 是 下 
定 阵 。 


0 
都 是 正定 阵 ， 但 

0 2 

4 1) 
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不 是 正定 跨 。 
2。 正定 阵 的 积 未 必 是 正定 阵 。 


| 


而 名 注 
A8=(_ 1 3) 
不 是 正定 阵 。 
BE 2 1 
人 As 5 FC 
都 是 正定 阵 。 
而 


-1 8 
4B=( g) 
不 是 正定 阵 。 
还 应 指出 的 是 ， 在 1 阶 阵 中 + 


3 


3 


车 4=(9， 刀 = 的 都 是 正定 阵 ， 则 其 乘积 


AB= 《ab 
也 是 正定 阵 。 
3。 《4 是 正定 阵 则 4 的 行列 式 | 41>> 0。 


但 对 称 隆 了 的 行列 式 |181>0， 台 未必 是 正定 阵 、 


例 1 

B= ( 省 
| 

面 181= 1>0， 但 8 不 是 正定 阵 。 


4- 了 4 是 正定 阵 蜀 4 的 主 对 角 线 上 元 素 都 大 于 零 。 


但 反之 不 址 。 
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全 
1 
wt 
都 不 是 正定 阵 。 


正 交 阵 


所 谓 正 交 阵 指 的 是 * 阶 实数 矩阵 4 满足 条 件 4 4 = 已。 

我 们 知道 ， 正 交 阵 之 积 仍 为 正 交 阵 ， 那 么 正 交 阵 之 和 是 
不 是 正 交 柬 ? 

例 以 二 两 个 = 阶 泗 


1 1 
-1 -1 
2 1 < -1 
5 1 本 1 
1 : 1 
都 是 正 交 阵 。 这 是 因为 ， 
A’ A~E, B'B=-E 
但 
2 
-2 
| 0 2 
‘2 
而 
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所 以 ， 正 交 阵 的 和 不 是 正 交 阵 。 
另 一 个 问题 是 ， 
者 4 是 正 交 阵 ， 则 141= + 1， 但 反之 不 真 。 
例 7 ( | ) 
主 
而 I41= 1 


4=(2 Ee. 
a-(_ 1 2) 
而 IBl=-1 
BB-(s 
邯 4、 忆 都 不 是 正 交 阵 。 
符 价 矩阵 ，、 合 同和 矩 珀 、 粗 似 允 阵 


1。 合同 矩 降 一 定 是 等 价 算 阵 ， 但 反之 不 真 
例 取 

1 1 0 

2 


G 
ry) er(， 2 


)#E 


显然 有 B=P/AQ 
即 有 4 与 8 等 价 ， 但 4 与 不 合同 ， 否 则 
Ba GA 
= 


20 


se oI) cn) 


ar+b? ac + bd. 
而 CC=(iorpd or+d:)=8 
就 有 actbd= 1, actbd= 人 0， 故 矛 拓 。 
2。 相似 矩阵 一 定 是 等 价 上 矩阵 ， 伍 反之 你 夷 。 


TT 1 0 
例 仍 取 B=(0 1) A4=(0 1) 


知 4 与 8 等 价 ， 但 4 与 5 不 相似 ， 否 则 
B=T-"1AT=7"T=B 


故 矛 盾 。 
3。 相似 矩阵 未 必 合 同 。 
1 0 1 i 
油性 is B= 
例 (。 2) 名 
1 1 
二 
0 3 0 3 
那么 B=T-:AT 
吐 双 与 也 相似， 但 4 与 召 不 合同 。 和 否则 
B=CAC 


b 1 0 
-(s a) 2 a) 
02 +252 ac+2bd 
= (oo+28d 2 2 
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1 


fT2bd = 一 二 
act+2bd= 0 
琢 逢 盾 。 
4.。 合同 矩阵 未 必 相 但。 
例 取 
1 0 1 0 
B-(o 4) 4-(o 1) 


c=(。 2 rl 2) 


则 B=C’AC 
即 人 4 与 B 合 同 ， 但 4 与 不 相似 ， 否 则 
B=T-*AT=T- T=E 
放 矛 盾 。 
5， 有 可逆 ， 则 有 AB 与 84 相似 ， 反 之 不 真 。 


1 Cv 2 0 
鲍 A=(0 o) Bs (0 站 
显然 有 AB 与 B84 相似 ， 而 A 没有 递 . 
6. 相似 矩阵 有 相同 的 特征 多 项 式 ， 但 反之 不 真 . 


~1 Ov 1 1 
全 4=(o 1)， B=-(0 ) 
NE-AIl=O-D’, IME-BI=Q-D’* 


即 有 相同 特征 多项式 ， 可 是 44 与 8 个 相似 。 
T。 B=T 1!4dT7，B=Q 'AQ， 而 T 未 必 就 等 于 Q。 
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例 A=(0 1) 
1 0 
7-(0 1) 
则 有 B=7T" AT, 
而 T+Q 


B=(0 1) 
ed) 
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第 三 章 线性 空间 


§1 线性 空间 


1.。 定义 严 是 一 个 非 空 集 合 ， 素 是 一 个 数 域 。 斑 有 一 
个 加 法 ,下 、V 间 有 一 个 数 乘 ， 它们 满足 以 下 条 件 ,这 就 叫做 
五 上 的 一 个 线性 空间 。 

如 法 注 尾 下 面 四 条 规则 ， 

1) e+ 有 = 有 + 人 

2) (Ca++y=at (B+p)s 

3》 在 中 有 一 个 元 素 0， 对 Fa EV 有 

a+ 0=0 
4) 对 FaEV， 都 38EV 使 
+ 有 = 08 

数 乘 满足 下 列 两 条 规则 ， 

5) la=as 《FaEJ 

6 ROA) = (RDG 

数 滋 与 加 法 满足 下 面 两 条 规则 ， 

7) (ET+De=Aa+ias 

8) Ra+D) =Rae+pp。 

《< 其中， ?EF Fa, Bsr EV 
根据 这 一 定义 ， 易 证 1 ) 是 其 他 七 条 的 必然 结果 ， 这 只 
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要 计算 

d+t+DletD= +Dat (+ A=at att + 
以 及 

人 1+l)(c+p) =diarP) +lia+P) =at+ (B+o +B 
则 可 以 证 得 ， 

十 后 = 有 + 

但 是 其 她 七 条 有 即 2) 一 8》 是 独立 的 ， 我们 绽 出 线性 空 
间 的 与 之 等 价 的 另 一 定义 。 

2。 等 价 定义 “A 

VV 是 一 个 非 空 集合 ，FF 是 一 个 数 域 , 让 有 一 个 加 法 ，FF， 
矿 间 有 一 个 数 乘 ， 它们 误 足 以 下 条 人 特 ， 矿 就 叫做 了 上 的 一 个 
线性 空间 。 

如 法 满足 下 面 三 条 规则 。 

AY at+H=B+a 

BY (a+ +r=at (B+ 


C2 方程 
arr=p 
在 扩 中 可 解 ; 
数 乘 满 足下 面 两 条 规则 


D) Ia=a (praEWD 
E) kUa) = CkI) Gy 
数 屠 与 加 法 满足 下 面 两 条 规则 : 
五 ) (kt+Da= kat la 
GY) kla+f = kat+kp, 
《其 中 ,kiEF, yas Bp, +EW 
上 述 两 个 定义 的 等 价 性 容易 证 明 ， 我 位 的 养眼 点 是 给 出 
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-0 一 CG)》 是 狂 立 的 例 。 
例 1 到 是 数 域 。 玉 = {所 有 正 有 理 数 }。 


加 法 ，w+ 有 = 月 
数 乘 ，ka =a 
容易 验证 8》 一 G》 都 被 满足 ， 只 有 -A4) 不 被 满足 
2+3=3 
而 3+2=2 


例 2 号》 是 独立 的 . 
下 是 数 域 ， 必 = {0, a, 有 ,v}。 
加 法 


和 


数 乘 Ra=a 
可 知 (+ 及 ) +r=rra=at (+Y) 
但 其 余 各 条 均 成 立 。 

倪 8 CY 是 独立 的 ， 

五 是 数 域 ， 玉 = {fo，a， 用。 

加 法 


a 
B 
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数 乘 ka=a 
我 们 说 ， 方 程 
a+z=p 
在 中 无 解 ， 其 他 条 件 可 以 验证 成 立 。 
例 4。 口 ) 是 独立 的 。 
五 是 数 域 ， 政 = {所 有 实数 }。 
普 透 加 法 ， 数 滁 ，pha= 0 
显然 不 满足 lc= 
而 其 他 各 条 均 成 立 。 
人 钢 5。 五) 是 独立 的 。 
F= abv 互 | 2 有理 数 |。 
加 法 是 普通 数 的 加 法 ， 
数 弱 ， (at+bw 2)a= (ta 
由 (VIV2)1=(2)1=2 
VEC ZIDN = Il=1 
知 不 满足 CkDa= kUa) 
但 其 余 各 条 均 成 立 。 
例 5、。 下 ) 是 独立 的 。 
五 是 实数 域 ， 忆 = {所 有 实数 }。 
普通 加 法 ， 数 飞 ，ka= wx 
易 知 不 满足 Ch+ Da= kat+la 
而 其 他 各 条 均 成 立 。 
例 7。 G) 是 独立 的 。 
五 是 实数 域 ，7 = {全 体 非 零 实数 }。 


让 ={ 全 体 有 再 数 }. 


加 法 a+8=a8， 数 来 ， 普通 乘法 。 
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出 2(1+1D) =2(1'1) =2 
2.1+3.1=2+2=4 

知 不 满足 kta +PB) = ka+t+kB 
但 其 他 各 条 均 成 立 。 

3 是 不 是 每 一 个 如 群 痢 能 作成 域 上 的 线性 空间 ? 

这 里 说 的 加 群 ， 就 是 一 个 非 空 集合 大 它 的 吉 法 ， 滞 
足 线 性 空间 定义 中 的 1》 一 4〉。 这 里 说 的 域 不 一 定 是 数 
域 . 

一 个 加 群 能 否 作 成 域 上 的 线性 空间 ， 数 导 起 着 重要 作 
用 ,个 也 有 这 样 的 坷 能 ， 即 不 管 怎 样 规 定 效 屠 ， 都 作 不 成 线 
福 空间 。 
例 了 六 为 整数 加 群 ，Zp 是 以 素数 为 模 的 剩余 类 环 ， 当 
然 是 域 . 

我 们 说 ,六 作 不 成 Zp 上 的 线 福 空间 。 

由 假设 知道 ，Zp 的 特征 为 p。 
即 0 市 这 机 已 站 


?个 
2EF。 1EZp， 考 F 能 作成 Z% 上 线性 空间 ， 则 应 满足 5 》; 
la=z。 由 此 ， 出 应 
ts3= 2 
还 应 满足 doa=0 
那么 。 0=0o2= CL+T+ 十 切 吧 
Pp 个 
= {1°2) t+ + (1°2) 
一 2 二 
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=2p 
但 在 整数 加 群 玉 时 22 三 0 
这 就 是 说 ， 无 论 怎样 规定 数 张 ， 庆 都 不 能 作成 Zp 上 的 


§ 2 线性 相关 性 


1。 定义 设 Q1，as,……,at 是 线 福 空间 广 的 7 个 向 量 ， 
车 在 下 中 存在 不 多 为 零 的 数 1,k，…， kr， 使 得 
RiQ1 + RaGs + + kror= 0 
草 说 向 量 a;，c2，,…s a 线性 相关 。 
2， 不 能 由 a1，aQ5，…, ,线性 表示 ,6,01,-…ar 是 否 一 
定 线性 无 关 ? 
俩 B= (1,1s1,930; = {1,0,0), a2= (2,0,07 
了 明显 地 是 8 不 能 由 ax,，as* 线 性 表示 ， 然 而 
al aa 
线性 相关 。 
这 个 例 古 同时 说 明 ， 邵 果 c,，aa，…， cr 线性 相关 ， 未 
必 其 中 每 一 个 向 量 都 是 其 余 向 量 的 线性 组 合 ， 
3。 车 a:，Qs，…sat 线性 无 关 ; 则 其 中 任意 两 个 不 同 的 
向 量 必 定 钱 广 无 关 ， 反 之 如 何 ? 即 两 两 线性 无 关 。 是 否 全 部 
线性 无 关 ? 
傅 ci=(ll1?，aa= C0,1,0), as= (1,0,1) 
这 里 任意 两 个 向 基 都 线性 无 关 。 
可 是 al 一 ca tas 


即 <:，cx:， 2 线性 相关 。 
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4。 设 01，Qs，as 线 性 无 关 ， 则 a +aa，az+asy 
as+ai 也 线性 无 关 。 

我 们 说 ， 若 a1，2s，03s04 线 性 无 关 ，as + aaraa + Qs， 
Qs+a4。 as+ai 是 否 也 线性 无 关 呢 ? 

回 管 是 一 定 线 性 相关 ， 也 就 是 说 ， 不管 21，41，Qs, a4 
是 不 是 线性 无 关 ，Q1 +asay aa+asy cs+asy au+al 必定 
线性 相关 。 

还 可 以 将 这 些 结论 推广 到 m 个 的 情形 。 

当 ci， ca …yan lm 是 奇数 ) 线性 无 关 时 ，a +aa，caa + 
C1 +0r Qn+a1 也 线性 无 关 。 

事实 上 ， 若 

hia 二 Ca》 十 大 Caz + a9) + + hailan-1 toan) 

+hkntan +a)=0 

有 《有 :十 到 we) ort Che +h)Gs 十 《Rs tha) os te + (ke 


+ kr-1)an=0 

由 于 ”airaz…an 线 性 无 关 ， 
所 以 kL + kn=0 
中 十 上 让。 = 
Rs + hs =0 
kar_l+ka=0 

1 00 0. 0 
1 100.…00 

D=|0 0% 00 按 第 一 行 展开 
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1 0 0 0 90 1 1 00 .0 
1 0 0 0 I 1 1 0-.0 
=|0 1 二 [5 让 二 2 
000m1 41! 0 .0000 1 
= 2 (因为 m 是 奇数 》 
二 0 


只 有 零 解 ， 即 只 有 
一 
故 Qi+aar Gs +Qss sdn +0 线性 无 关 。 
另 一 个 结论 是 ci* aa*…，G" 是 m 个 向 量 ， 当 mm 是 偶数 时 。 
citeas，wat+dsy cot+ai 一 定 线性 相关 。 这 只 要 淖 
《ai+eaa) — (as ta + + lrcno+aD=0 
则 显 见 。 


33 子 空间 


1。 定义 

1) 子 室 间 的 定义 ” 数 域 让 上 线性 室 同 依 的 一 个 非 宅 子 
集 S 叫 做 六 的 一 个 子 空间 ， 假 如 对 的 加 法 及 基数 乘 S 也 作成 
线性 空间 。 

2) 子 空间 的 和 Si，3: 是 三 的 子 空 钵 ，YS :与 S。 的 和 
是 指 {aey+aslarcSi， ccES， 记 作 S +S，. 

3 》 子 空间 的 直 和 ，” 子 空间 的 和 Si+Sz 电 做 直 和 ， 假 
如 Si+S: 中 性 一 个 向 量 a 都 表示 为 

a=atas aES: GG=1,2) 
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有 表示 法 是 唯一 的 。 

2. 子 空间 的 直 和 都 是 和 ， 而 子 空间 的 和 未 必 是 直 和 和。 

例 术 = {Cai,0:,03)1Gi 是 实数 };， 情 是 实数 域 。 

Si1= {ats a,0)1a: 是 实数 }，S = {(C06sbs| pb 是 实 
数 } 。 
显然 入 = Si+S， 
Flrxsy, 2) EV 

(zy 2) = (cy ys 0 + 0,0, 2) 

= {zx,0,0) + (0,.y, 2) 

只 要 于 9 ， 就 是 两 种 不 同 的 表示 法 。 
所 以 让 :+ 让。 不 是 直 和 。 

3。 设 F 上 是 数 城 扩 上 线性 空间 ，5， 5， …99G 天 们 是 矿 
的 子 空间 ， 适 合 

SNCS+ SH) = 0 Gf, k) 

间 S1,Sos…， Sn 的 和 Si+Ss+… +S， 是 否 一 定 是 直 和 
SS 十 … 二 So 

我 们 说 。 未 必 。 


例 下 是 实数 域 ， 
V={Cr, Ts TO T ERY 
1=LCt1,0,03, Ss=LCC0,1,07 


Ss= L000,1), Sa=LC(- 1, -1 -1 
易 知 SiNCSi+SD) =0 Gi, k) 
显然 Sit+Ss+Ss+5S, 不 是 直 和 和。 
因为 (150,0) + 0,130) + C0,0,1) + C~1, ~1,—1) 
一 (0, 0, 0) 


针 4 环 上 的 线性 空间 


在 数 域 上 的 线性 空间 ， 维 数 是 唯一 的 ， 而 且 子 空间 的 
维 数 不 超过 原 线性 空间 的 维 数 ， 也 就 是 说 ， 有 限 维 空 间 的 所 
空间 是 有 限 的 。 这 些 结论 在 将 数 域 斑 搞 为 环 尺 后 就 不 是 必然 
的 了 。 我 们 将 用 一 些 例子 说 明 ， 
1. 定 义 
座 下 的 环 怀 均 指 有 单位 元 的 环 。 
1) 水 上 的 线性 空间 一 个 加 群 六 叫做 环 R 上 的 一 个 左 
级 性 空间 ， 车 是 对 RV 到 的 数 乘 使 得 
ia=a 
RUM = (Da 
RTDa= ket la 
下 (C 十 及) = kat kB 
这 里 Fk，1ER, a, PEV, 
2 》 独 环 空间 ”RR 上 的 线性 空间 六 叫做 由 向 景 “所 生成 
的 循环 空间 ， 假 如 天 刚 好 包含 所 有 ha(kE RY), 以 Ra= { 所 有 
ka 上 RE R} 表 示 。 
< 叫做 一 个 生成 元 。 
3》 有 限 空间 一 个 环 R 上 的 一 个 线 性 空间 天 叫做 尺 上 
的 一 个 有 限 空间 ， 扑 如 大 是 "个 循环 子 空 间 Ra， Ras,…， 
Ras 的 和 。 
4》 有 基底 空间 ”车 环 R 上 的 一 个 线 狂 空 并 广 是 x 个 循环 
空间 Re RQs,…, Ra 的 直 种 ， 向 量 clyca yc 叫 艇 信 的 
一 个 基底 ， 广 叫做 一 个 有 有 基底 空间 。 
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5》 租 由 空间 ” 环 尽 上 的 线性 空 阐 玉 则 做 一 个 自由 空间 。 
车 是 个 循环 空间 Ra Ra ,Ran 的 直 和 ， 并 且 0 有 是 每 
一 个 ez 的 唯一 的 零 化 子 ， 这 时 a1,0;,…,2。 叫做 六 的 一 个 自 
击 基 底 。” 电 做 这 个 自由 基底 的 长 度 ， 以 Fr(R) 表示 。 

所 谓 零 化 子 指 的 是 ， 天 的 上 也 做 向 量 < 的 一 个 和 零 化 子 。 很 
如 .. 

Ra= 0 
2。 整数 加 群 不 能 作成 Z 上 的 线性 空间 。 
例 参看 本 章 § 1 之 3 的 例 。 
3- 子 空 间 和 的 元 表示 法 不 唯一 。 
例 丸 是 吝 数 环 Z， 亚 是 整数 环 Z 。 
下 可 忆 看 成 R 上 的 线性 空间 ， 而 Si=《4)，5s=《6) 都 
是 的 子 空间 . 10 ES. +5,, 
10=4+6 

=16+ (~ 6) 

4。 有 限 空间 未 必 是 有 基 痊 空间 ， 

有 基底 空间 显然 是 有 限 空 间 ， 但 有 限 空间 未 必 是 有 基底 
空间 。 

例 ZCz]) 是 整数 环 7 上 多 项 式 环 。 

理想 子 环 (3 ,x7》 大 ZL[x) 上 的 一 个 有 限 空间 ， 生 成 元 
是 2%z。 

我 们 说 《2 ,x) 不 是 有 基底 空间 。 

证 车 (2,x) 有 一 个 基底 户 (o， 户 (ez ， 
在 这 些 fi(x) 中 至 多 有 一 个 大 0 。 

否则 ， 可 假定 f(x} + 0， f(z)0 

0 fr fs ry EZLIIf i (2 
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OF fr fan EL, Cx) 
0 = (za(Cz) tt— ff I tO +0 
这 说 明 2[zJfi Cr) + ZCrjfs(x)+ .+2QfzJfnlr) 不 是 
直 和 。 
既然 在 (x) 中 ， 最 多 只 有 一 个 0， 那么 (2 ,7?) 是 
由 一 个 元 生成 的 。 即 《2，z) 是 Z5z] 的 一 个 主 理想 子 环 。 
但 已 经 知道 〈2，22 不 是 一 个 主 理 想 子 环 ， 因 而 (2， 台 不 
能 有 基底 。 
5。 有 基底 空间 未 必 是 自由 空 闻 。 
自由 空间 显然 是 有 基底 空 闻 ， 可 是 有 基底 空间 未 必 是 自 
由 空间 。 
例 天 = Ze (pp 案 数 ) ， 愉 是 整数 环 Z， 规 定数 情 ， 
ka =a 的 & 借 ,，kRER,，aEV= 2 
则 亚 是 R 上 的 有 基底 空间 + 
V= Ril。 而 1 是 基底 
但 1 的 零 化 左 理想 子 环 是 〈p) 而 pm 0， 所 以 不是 自由 空 
间 。 
8。 有 长 度 不 同 的 自由 基底 。 
我 们 举 一 个 关于 环 R 上 自由 空间 的 自由 基底 有 不 同 长 麻 
的 例题 。 
例 五 是 城 。 
丸 = { 所 有 五 上 每 行 每 列 只 有 有 限 多 个 元 关 0 的 无 限 蝶 
阵 }, 尽 是 环 ， 且 有 单位 元 。 


| 
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cocooo00*, oocoo, 
oo ooo0oeoo.， 
oo coooo, 
ooeoo+: cocoormo, 
"oo orooo, 
Ns 5 

入 目 

i a 

be & 


4 Hl 


了 Kr 
这 说 明 (|， ) 有 逆 ， 
玉 CR》 以 EE 为 自由 基底 ， 长 兰 为 13 
Cl 六 3 
x 《= 人 和 
Ka 
由 于 万 赴 自 由 基底 ， 上 月 (| ，) 可 六 ， 


所 以 a1=Ki'EE=K,'，as ==.’ EK' 亦 为 FCR) 的 自 
由 基底 ， 长 度 为 2 - 

7- 自由 空间 与 其 子 空间 的 基底 长 度 相等 的 例 

例 尺 是 整数 环 Z， 玉 是 尺 上 自由 空间 .al，aa*…*ar 是 
大 的 下 出 基底 ， 故 其 长 度 为 mp 而 3 是 由 2c:，2cay…y32av* 生 
成 的 子 空间 ， 易 见 S 的 长 度 也 是 及 。 

83。 环 丸 上 有 限 空间 的 子 空间 是 无 眼 空 间 的 例 

例 天 是 域 。 

忆 = {下 上 无 限 乡 不 定 元 x ,7 之 多 项 式 } 
即 多 项 式 环 R= FCrUFCrs rsIUF Cri 5 TU 

令 =R 
则 玉 为 R 上 有 限 空间 ，1 为 正 由 基底 。 

S= 坟 中 0 多 项 式 及 所 有 不 合 常 数 项 的 多 项 式 } 
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5S 显然 是 六 的 子 空间 ， 但 不 是 R 上 的 有 限 空间 。、 
不 然 的 话 ，。 设 其 生成 元 为 wa，czr…yacrs 
a= fr ria mst) 


Ga f(T Tess Taig) 


a = 
取 xE5S 
而 令 wl 
我 们 说 ，zi 不 可 能 由 1，Q，…,9, 线 性 表 出 。 
著 z= gai+ tgaon gi19"""39" ER) 
=grfit'" +t grfy 
国 为 疡 不 出 现 zr， 又 不 电 现 非 零 常数 ,因此 .每 一 个 gif; 均 不 
出 现 CznsCC 呈 0) 。 这 就 是 说 ，S 不 可 能 是 有 限 空 间 。 
9- 自由 空间 的 子 空间 是 无 限 空间 的 例 
例 适当 的 环 尺 的 一 个 左 理想 子 环 4。， -4 看 成 R 上 无 限 空 
间 ， 我 们 找 RR 上 的 自由 空间 VCV 天 悄 ， 它 有 元 限 子 空间 ， 
V= {lh kz) | kiE RY 
S={(a, O loaEA} 
天 是 玉 上 自由 空间 ，S 是 疯子 空间 , 
我 们 说 3 是 扩 的 无 限 子 空 间 ， 否 则 ，.$ 有 生成 元 ci， asy 
ao 其 中 心 = 《a;，0)。 
任 一 《zxz;0> ES。 则 有 
Cz, DD=iartlar te + lr ED 
= a0 + Cazazy0) to + Crar ,0) 
= Ca tliat tisgs, OD 
所 以 z=lartilsas tt +i.ay 


fueaiy TaeTnin) 
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这 就 是 说 ，A 中 任 一 元 x 均 可 经 由 A 中 ciyc:，…9n 线性 表 
示 ， 这 样 ， 就 有 
A= Rai + Ras + "+ Re 
与 4 是 瓦 的 无 限 空间 矛盾 。 
10。 自由 空间 的 子 空间 不 是 自由 空间 的 例 
例 到 RR 是 有 零 因 子 的 环 。 
妨 = Z。，# 是 偶数 即 n=2m， 屠 么 
Zr= {C0 Cllses Cro 19} 
令 矿 =Z, 而 
S=1{C0),C2),.,Cn~23 
则 及 是 2 的 自由 空间 。 
3 是 上 的 于 空间 ， 但 不 是 自由 空间 。 
这 是 因为 S 的 生成 元 (2 3 的 零 化 子 不 只 是 [03。 
C2ICm)= [2 一 CI = C0) 
基体 地 说 ， 
六 =2Zs 是 Ze 上 的 自由 空间 。 
而 $= {C03,522,[4j} 是 的 子 空间 。 
3 生成 元 C(2 3 有 非 C0 D 零 化 子 ， 
[358 ER 
11. 交接 环 尺 上 的 左 线性 空间 拓 在 数 乘 
Qk= ka 
之 下 是 RR 上 的 右 线性 空间 。 
但 是 当 R 是 非 交换 环 时 ， 在 数 乘 
ak= ka 
之 下 ，R 上 左 线性 空间 就 未 必 能 作成 R 上 的 右 线性 空间 。 
例 Z: 是 以 2 为 模 的 璋 余 关 环 。 
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-ff | oocezs} 
则 R 共 有 8 个 元 来， 
0 0 0 0 0 0 0 0 
(oo 0 1) 
本 1 0 1 0 
(Go 21) (1 1) 
玉 是 有 单位 元 的 环 。 
但 R 不 是 交换 环 . 
1 0 1 0 1 0 
(。 四. 本 0)=(o o) 
1 01 0 1 0 
(4 oo o)=( o) 
| mez,} 
显然 是 加 群 。 
数 乘 是 矩阵 乘 湛 ， 则 信 是 RR 上 的 左 线性 空间 ， 但 在 
QkR~= ha 


之 下 ,，V 不 是 R 上 的 右 线性 空间 ， 这 是 因为 不 满足 条 件 
CCRD = ah}, 


1 0 1 0 1 0 
到 k=(o 0o) (1 oj) «=(0 1) 
CRD = (kDe 
40 
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Cakyi = [Cak) = TCRCD 


-( 6) 
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第 四 章 线性 变换 


1。 线性 变换 

1》 定 义 ”线性 空间 旷 的 一 个 变换 叫做 线性 变 接 ， 假 
如 对 所 a，BE 广 和 VRE FP 〈 数 域 ) 。 都 有 

Dy Ala+ = +ACB), 

下》 ACka) = RACa), 

2 》 非 线性 变换 的 倒 


例 1 下 是 数 城 ， 
V={(rr TEPF} 
令 由 (zi1yzsszas)7 = CTs Ts + Tas2§) 


我 们 说 ，A 不 是 线性 变换 。 

当 a=(1,2,3), P= (C1,1,1) 
Ala) = (1,5,9), AC(B) = (1,2,1) 
Ala+B) =A(2,3,4) = (4,7,16) 

所 以 Alat+B) FA) 十 站 CD) 

即 不 适 会 1 > 
ACkha) = ACk, 2k, 3k) = (Ck?, 5h, 日 ED) 
RAC&a) = Ek(1, 5 9) = (kh, Hk, 9R) 

当 R#0、1 时 ， ACka) + kACaY 

郁 不 适合 ii) 

这 就 给 出 既 不 适合 1 》 又 不 适合 ii) 的 非 线 性 变换 的 一 

个 变换 。 
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例 2 天 是 实数 域 ， 
V={Ca, Bla, bEFY 
令 ”Alo，5)=(la，5)， 当 qa，6 同 号 或 至 少 有 一 为 0。 
Ala，5) =(-a，- 的 ， 当 e，5 蜡 号 。 
显然 A 是 玉 的 一 个 变换 。 
适合 ii) 
事实 上 ， 
当 a，56 同 号 ，AChCa,5))= ACkha, Rb) = Cka, RbY 
=hCa, b)= kACa, b) 
当 a， 上 4&8 异 号 ， 
而 R20, 起 (有 Kay。 Bb))=ACka, RO) = 一 Pa， 一 RD 
一 有 Ca， -b=kACa, b) 
而 &= 0， 
AChla, b))=(0, 0)=AACa, 7 
当 qa， 上 & 至 少 有 一 个 为 0， 
AthCa, b))=ACka, hb) 
= (ha ROY 
=k(a, bY 
RACa, b) 
但 不 适合 i) 
AC-2, -3)=C-2, -3) 
AC-1, 4)=(1, ~4) 
ACC—2, -D+E-l, 4 =AC-3, 1> 
=(3 -1 
-2, -3 +, -4 
这 就 是 说 ，A 不 是 线性 变换 ， 出 于 不 适 会 i) 而 适合 
a3 


ii， 说 盟 1 》 是 独立 的 。 
例 3 把 复数 域 看 作 复数 域 上 的 线 人 性 空间 ，。 


令 


Ala) =a 


入 适合 1》 
事实 上 ， 


Ala+B)=a+B 


+B 
= Ala) KB 
但 4 不 适合 1D 
这 时 取 a= 1l。， 上 = 
A(ho) = -i kACa) = 了 
所 以 ACko) FkRACa) 


这 就 是 说 ,不 是 线性 变换 , 由 于 适合 i) 而 不 适合 证 )， 
说 明寺 ) 大 独立 的 。 

本 来 ， 确 定 一 个 变换 是 不 是 线 仁 变换 ， 只 要 举例 说 明 不 
适合 哪 一 条 ， 不 必 验 证 适合 或 不 适合 另 一 条 ， 我 们 以 上 三 例 
之 所 以 将 适合 的 和 不 适合 的 都 如 以 验证 是 为 了 给 出 所 有 可 能 
请 形 的 例 ， 而 更 重要 的 一 点 是 着 重 说 明 线性 变换 定义 中 的 两 
个 条 件 是 互相 独立 的 。 

3 ) 线性 变换 与 一 一 变换 


例 1 
一 变换 。 
例 2 


0 变换 是 线性 变换 ， 在 非 零 线性 空间 里 它 不 是 一 


把 复数 域 看 作 复数 域 上 的 线性 空间 。 


Ala}=a 


是 一 一 变换 但 不 是 线性 变换 ， 因 为 不 适合 计 ) 。 


例 3 
全 


便 等 变换 E: E(co) =a。 


琶 基 线性 变换 又 是 一 一 变换 。 
4 》 已 经 知道 “线性 变换 把 线性 相关 的 刹 量 组 变 为 线性 
相关 的 向 量 组 ”， 但 反之 不 实 。 
俩 OO 变换 就 把 线性 无 关 的 向 量 组 变 戌 线性 相关 的 向 量 
组 。 
5) 在 矩阵 中 ， 不 存在 " 阶 矩 血 4， 殖 适合 关系 
AB- BA=E 
而 在 线性 变换 中 ， 可 存在 线性 变换 入 ，、B 适 合 关 系 
AB— BA=E 
其 中 E 是 恒 等 变 换 。 
例 在 Cz) 中 ，AjCz)= fCx)y, Bf(x)=zxf (7) 
CAB- BA)fCr) =ABf CT) ~ BAf CTY 
=ACrf(r)) ~ Bf (2) 
= fr) trf’ Cr) — rf’ Cr) 
=/Cr) 
所 以 ”AB-BA=E。 
2。 线 性 变换 的 习 法 不 满足 交换 律 。 
二 ”R 是 实数 域 ， 线 性 空间 RCTJ 中 ， 线 性 变换 
Def C7) = 7) 


Zz 
IF 7D) = free 


的 飞 积 、DJ=E， 而 一 般 说 来 JD ~E， 
38。 相似 的 矩阵 有 相同 的 特征 多 项 式 。 
即 A~B—> ME-Al.= lAE -Bl 
但 反之 不 真 。 
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一 4 YD) sa 了 
而 ME- A=C4-1)*, LE- 有 B=U~D* 

但 “了 妇 与 召 不 相似 ， 这 是 因为 
宝 -1.4 和 = 下 -下 二 已 
这 就 是 说 ， 扫 只 能 与 电 相 似 ， 可 是 BEE， 

4。 汉 密 尔 顿 一 饥 羔 Hamilton - Cayley) 定理 

设 4 是 数 域 F 上 一 个 rx # 拭 阵 ，F4) = [AE ~ 是 4 的 
特征 多 项 式 ， 则 

fAI= A (a +oss te to A 十 

+(-1"1iAIE=0 

对 这 个 定理 我 们 应 注意 以 下 两 点 ， 

1) 4，4。 都 是 (x) 的 根 ， 但 意义 不 同 ， 特 征 值 4, 在 扩 
域 中 ， 而 4 一 般 不 在 扩 域 中 。 实 际 上 ，44E 玉 .xn《 域 上 nx 
# 和 矩阵 环 )。 又 当 nm 之 2 时 ,xy 不 局 于 所 之 任何 扩 域 《Faxw 有 
霍 因子 ) 。 

2 ) 在 域 下 中 fC4)《n 次 ) 最 多 有 rn 个 要 ,在 环 中 旭 不 然 。 

贷 下 是 有 理 数 域 Q。 


Qa 3 ?) = A, ArEQ 


每 一 个 (5 全 均 适合 /4) = ME 一 Aq 
一 《4 一 1 
=24+—24+t1 
即 有 f(AD = Aa -2AatE=0 
4 一 24+1 虽 是 2 次 的 ， 但 -ie 有 无 限 多 。 
5。 线 性 变换 的 值 域 与 术 
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1) 定义 A 是 线性 空间 三 的 一 个 线性 变换 ，A 的 全 体 象 
所 作成 的 集合 叫做 A 的 信 域 ， 用 AF 表示 。 在 A 之 下 零 向 量 的 
记 有 道 象 作成 的 集合 叫做 A 的 核 ， 用 A ' 00) 表示 。 

2 已 知 

维 AV + 维 太 -1(0)= 维 广 

但 AyV 与 -C0) 的 和 并 不 一 定 是 信 。 

例 Fc, 表示 数 域 F 上 所 有 次 数 不 超 过 nm-1 的 多项式 
及 零 包 项 式 的 集合 . 
令 Df(z)=/’ (7) 
D 的 值 域 是 FEzI。!，D 的 核 就 是 于 空间 F， 

下 [zw2: 是 mn 维 的 ，F Ex :是 z- 1 维 的 ， 丘 是 1 维 的 。” 

但 Cz 不 是 [x2 :与 丘 的 和 。 
原因 不 是 直 和 ， 亦 邮 PCx)。-: 由 FF= 下 夫 O。 

5。 不 变 于 空间 

1) 定义 ”下 是 数 域 站 上 线性 空间 六 的 线 位 变换 ，S 是 六 
的 于 空间， 如果 ES 都 有 AcE3， 我 们 就 说 5 是 A 的 不 变 
了 空间 ， 简 称 A 一 子 空间 。 

2 ) 不 变 子 空间 是 对 线性 变换 而 言 的 。 

一 个 线性 空间 的 于 空间 对 一 个 线性 变换 来 说 是 不 变 于 空 
间 ， 但 对 于 另 一 个 线性 变换 来 说 ， 就 未 必 是 不 变 子 空间 。 

例 下 是 数 域 ， 

V={Cr, re ro) mm 所 天 上 

ACzis Toy Za 一 《271 一 了 2 Ta tra T1) 

Belzy, za, Ta) = (C0, Ts Ys) 
易 知 A，B 都 是 线性 变换 ， 
而 BV =14(0, x3 za)}, B10)= {C21 0, 0)} 
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容易 验证 BF、B-:K0? 都 是 B 一 于 空间， 但 都 不 是 A 一 子 空 
闻 。 
事实 上 ， 取 C0，1，1) EBV， 
AQ, 1, 1)=(-1, 2, 0) EB 
到 (1，0，0) EB 00)， 
All, 0, 0) = (2, 0, 1) EB-!(C0) 
另外 。 得 计算 
ABCrs, Tes zs) = ACO, rs, xs》 
=C-rT T+7rs, 0) 
BBAKCrI x ra)=B(2r, -ra Te tr 1) 
(0, za +rsy TL) 
因此 ABzBA 
这 识 又 给 出 线性 变换 乘法 不 满足 交换 律 的 一 例 。 
这 个 例题 是 说 ，BY，B”' C0) 都 不 是 A 一 子 空间 ， 是 否 
AZ，& -0 也 孝 不 是 B 一 子 空间 ， 其 实 不 然 。 因 为 
4 Alxis Tay Ts) = {2TL ~ Tar Lat vas C1 
不 但 是 变换 而 旦 是 满 射 变换 ， 
FO ya ya) EV 
通过 2z1 一 zz 一 y1 
Wa 十 zs 一 2 
TILEYs 
找到 ya 一 31+2ys， Way 2 ED 
而 Alyss 一 十 2Yay Yrty1— 2P8)= Cys Ys ya) 
既然 是 满 射 还 可 得 出 是 单 射 。 
所 以 AV=V, A-!(0)=O,. 
这 就 是 说 ， 三 = AF，O=A- C0) 都 是 B 一 于 空间 。 
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3 》A。 是 线性 空间 信 的 线 姓 变换 . 
车 AB =BANIB 户 ，B- :C0) 都 荐 A 一 子 空间 ， 同 样 AV ,A-!C0) 
也 都 是 B 一 子 空间 ， 反 之 不 真 。 
例 丘 是 数 域 
防 ={Crl， ra TL EFY 
而 ACzi zs TC) = CT- rT Tray Ts) 
Berry zz re》 一 《一 9 ra Ta) 
都 是 线性 变换 。 
易 知 ”A 六，A-1K0)=O 〇 ”都 是 B 一 子 空间 3 
BFF=y，8-:t0)=O 〇 ”都 是 和 一 子 空间 。 
可 是 BEY Xa, Za) = AC-Zis Zar Za)》 
一 【一 Z1 一 za Wa Xs) 
BAKZiy， Ta， Ta = 日 (ZI 一 了 2 Ts Ta) 
= -TtRss Tss Ts) 
到 而 
二 日 六 日 只 
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近世 代数 基础 部 分 
第 五 章 基本 概念 


31 映射 、 变 措 


有 A，A44，…， 员 是 n 个 集合 。 品 是 另 一 个 集合 。 
定义 ”车 通 过 一 个 法 则 $8， 对 A4XA;x-…x 和 的 每 一 


不 元 (el，a:，…，a (a;€.4;) ， 痢 得 到 崔 一 一 个 忆 的 
元 4d， 那么 这 个 法 刚 $ 叫 敌 集 合 A, x 4,X… x 4A. 到 集合 口 的 
一 个 映射 。 

一 个 瞻 射 用 以 下 符号 表述 
$s Ra oy i 

定义 。” Ax 8B 到 DD 的 一 个 映射 叫做 4x BB 到 DD 的 一 个 代 
数 运算 。 

一 个 代数 运算 ， 也 可 以 表示 为 
下 《2 


定义 ”在 集合 4 到 集合 有 4 的 一 个 映射 $ 下 ， 了 的 性 一 
个 元 都 至 少 是 4 中 某 一 个 元 的 象 ， 那么 #01 做 A 到 有 A 的 一 个 注 
射 。 
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定义 -4 到 本 的 一 个 映射 
$B a—> a 
叫做 A 到 4 的 一 个 单 射 ， 假 如 
GD a bh 
定义 。 若 一 个 集合 4 到 集合 有 的 一 个 映射 6 既是 满 射 
叉 是 单 射 ， 那 么 叫做 4 与 及 间 的 一 个 一 一 映 身 。 
定义 4 到 .4 的 映射 叫做 4 的 一 个 变换 ， 
A 到 A 的 满 射 、 单 射 或 4 与 4 辣 的 一 一 映射 分 别 叫 做 .4 的 
一 个 满 射 变换 、 单 射 变换 或 一 一 变换 。 
1。 4= 呈 =:{ 所 有 实数 》 
中 wa 一 >a， 车 是 4 顽 1 
ye 这 里 b*=1 
不 是 4 色 D 的 一 个 附 射 ， 这 是 因为 1 的 象 不 是 唯一 的 。 
2。 4= 了 了 ={ 所 有 实数 
$s 一 一 > a 
不 是 .4 到 DD 的 一 个 映射 ， 这 是 因为 当 a 是 负数 时 ， 它 的 象 不 属 
于 D. bE 
83. A={1, 2, 3} 
D={1, 2, .…, 16} 
is oa 一 > 2 = $a) 
Bas a— x0 ~at2= $Ca) 
易 知 区 ,和 区 :是 4 到 石 的 两 个 相同 的 映射 
4。 -=1l 2, 3, 4} 
D=1{1, 2, +, 16} 
pis 0—>2° 
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$s a—>a:—a+2 
用 :和 8 都 是 .4 到 刀 的 映射 ， 但 不 等 ， 这 是 因为 
C4) 一 24 坊 和 一 下 十 2 一 机 (4 
5。 A={1, 2, 3}, A={4, 5, 6, 7} 
四 1-4，2 一 5，3 一 6 
是 单 射 而 不 是 满 射 ， 故 不 是 一 一 映射 。 
8。 A={ls 2， 8}, A=1{07 
[3 GD 
则 % 和 是 注射 而 不 是 单 射 ， 故 不 是 一 一 映射 。 
7。 如 = {所 有 实数 } 


Ts 人 一 


是 4 的 一 个 单 射 变换 ， 不 是 满 射 变换 ， 故 不 是 一 一 变换 。 
8。 4= { 所 有 整数 + 


涛 o 是 偶数 


Ta 


1 一 > ， 著 a 是 奇数 


是 有 4 人 不 大 单 射 变 换 ， 故 不 是 一 一 变换 。 
3。 .4= 记 有 整数 }， 互 = { 所 有 偶数 } 
WO 
- 是 4 与 用 阅 的 一 一 上 映射， 而 4 是 .4 的 真子 集 ， 不 能 说 是 4 
的 一 一 变换 ， 只 不 过 是 4 的 单 射 变换 。 
10， 取 = 人 所 有 偶数 f，A= { 所 有 整数 
ps 3 一 一 > 六 
是 有 孔 与 4 同 的 一 一 映射 ， 而 A 是 .4 的 真子 集 ， 不 是 4 的 变换 ， 
也 不 是 如 的 变换 ， 更 谈 不 上 一 一 变换 了 。 
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11。4= ta+guo+cwia，b 2 为 有 理 数 ， 而 


本 =4z+yw231z， ?为 有 理 数 } 
$s atbwtcw——y 90—b—c) 二 (BC 2 
是 4 到 3 的 一 一 英 射 。 
i 》 是 呐 射 


E23 at+bw+ew? =d tew+ fw 


由 于 。 atbwtowr=a+b(- 寺 + 让 + 


= 0 一 二 + roo 


d+ewtfiwt=d— e+ + epi 


所 以 
ore+Y52G-ei= dd 去 (e+ 轧 - 
cep 
从 而 


ot = 4d- 圭 (er 


5 


b~c=e-f 


即 2a—- (b+e)=2d— (e+f) 
b-c=e-f 
这 样 就 得 到 
Ca bo) + tb- E22d-e-f ttle- HD 
i 是 涡 射 


Vpt+gvV DE 有 4 + gw 使 在 g 之 下 


了 tw tO yoo 


iii》 是 单身 
atbwtew—>(2a-b-c + 6- 3 
a thwtertw— tg — br cr)+( ~el) 2 
著 (2a~b~0o) tb- 
= (2a' -入 -cc 一 ov 


则 人 一 = 中 
由 此 可 得 a~c=a’ -ec’, a-b=a’ 一 
那么 at bw +cw? 


=atta—a’ +6)w+(Ca-a’ +e/)w’ 
=(ataw+taw ~ a w+tw) +b w+ + cr 
=0-0C—1)+O w+o rw 

sa +h w+e ws’ 


52 基本 算 律 


定义 ”我 们 说 一 个 亿 合 A 的 代数 运算 +。(。 是 4x 4 到 A 
54 


的 代数 运算 ) 适合 结合 律 ， 假 如 对 于 4 的 任何 三 个 元 o 所 


e 来 说 。 都 有 
(Caebyec=arthee) 
定义 ”我 们 说 -个 4x 4 到 万 的 代数 运算 。 适合 交换 律 ， 
涛 对 于 4 的 任何 两 个 元 ao 来 说 ， 都 有 
arb=bea 
以 下 给 分 配 律 以 定义 
名 是 一 个 Bx 4 到 4 的 代数 运算 。 
中 是 一 个 4 的 代数 运算 。 
定义 ”我们 说 代数 运算 信 ， 旬 适合 第 一 个 ( 左 ) 分 配 律 ， 
著 对 于 8 的 任何 一 个 元 5p，4 的 任何 两 个 元 s1/，as 来 说 ， 痢 有 
LO Das) = HO) DLOos) 


第 二 个 ( 右 ) 分 配 律 的 定义 完全 类 做 。 


关于 结合 律 
1， 4= {所 有 整数 }， 代 数 运算 是 普通 减法， 我 们 说 。 
它 不 适合 结合 律 ， 因 为 当 c 关 0 时 
(a~WD -ca-b-ce) 
2。 4= { 所 有 不 等 于 零 的 实数 }。 


` 是 普通 除法 ，a-b 一 耶 
这 个 代数 运算 不 适合 结合 律 : 
(1°1)2= 中 C012)=2 


从 而 01:1 上 :21-(1:2) 
8。 4= 人 所 有 实数 
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o 《Gy 6)—>at+2b=ab 
这 个 代数 运算 不 适合 结合 律 : 
{tadYec=at+26+2c, atbc) =at20+4c 
由 此 可 知 ， 当 c*0 时 ，(asb) ec ae (bec》 
4。 4={ 全 体 正 整数 } 
gaeb=0 
这 个 代数 运算 不 适合 结合 律 ， 这 是 因为 
201)o8= (2).3= (2)*=2=8 
2°(1°3)=2°01*)=2!=2 
所 以 《2。1?-3 坟 2 (1-32 
5。 一 个 集合 4 的 代数 运算 。 适合 结合 律 ， 那 么 对 4 中 
任意 nCw 之 3) 个 元 91/，aqs，…， 来 说 , 用 各 种 加 括号 的 步骤 
算得 的 结果 都 是 一 样 的 ， 但 反之 不 真 。 
例 4=fte b, c,d} 


© 
qd 

可 
d 


AR RD 
RN RS 


d 


任何 四 个 元 之 积 均 为 4， 即 4 元 结合 律 成 立 ， 但 3 元 结 合 律 
不 成 立 x 
QCaa) = cy aoya=d 
故 oaa》 关 《ca)0 
6。 任何 nCn 宇 3) 元 结合 律 均 不 成 立 的 例 
例 A=1{o, b, cy 
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a 
b 
© 


on oils 
o 
a 


3 元 结合 律 不 成 立 。 
Cap)5= ch=e 
人 = aec=a 
六 〈aB?5 关 acCab) 
nkn>3) 元 结合 律 不 成 立 : 
《aby (bb) = (ob)c = cc=e 
(ye =a(be) =ac=a 
关于 交换 律 
31。 4= {所 有 实数 }。，* 是 普通 减法 :a:b=a-6 
这 个 代数 运算 不 适合 交换 律 ， 当 ob 时 ， 
a~bzb-a 
2。 -= {o bc 中 。 由 表 


和 
oa 
ab 
所 给 的 代数 运算 不 适合 交换 律 : 
ed de 


8。 集合 4 的 代数 运算 。 适合 结合 律 及 交换 律 ， 那 么 计 
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算 ol"a，…*o 时 ， 可 以 什 意 掉 狭 元素 的 次 序 , 但 反之 不 真 。 
例 A=ia, b, cs d} 


代数 运算 内 下 表 给 出 


和 伍 何 三 元 之 积 均 为 4， 放 3 元 结合 交 搁 符 上 成立， 但 2 元 交 搁 
律 不 成 立 ， 
abzba 
4。 A=1{0, b, c} 


obse 
了 
bic bb 
cle bE 
由 代数 运算 表 易 见 2 元 交换 律 成 立 。 


但 3 元 结合 律 不 成 立 ， 
(abyc=ecc=b, albe)=ob=6 

又 3 元 结合 交换 律 不 成 立 : 
ab)c=cc=b, alcb)=ab=o 


5。 3 元 结合 律 成 立 ，2 元 交换 律 不 成 立 ， 多 元 结合 交 
近 律 也 不 戌 立 、 


例如 全 体 1 阶 方 涟 ， 对 秆 阵 乘法 未 说， 我 们 已 知 它 
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不 适合 交换 律 。 故 
著 -4 号 关 了 4, 则 
(EMBERBA) 
6。 A={a, 


3 元 结合 律 成 立 。 
可 是 由 于 


oba-q=aba=a 


baa- 


故 m 元 交换 律 不 成 立 。 


关于 分 配 律 


全 适合 结合 律 。 中 ， 儿 适合 第 一 ( 左 ) 分 配 律 ， 那 么 
bO Ca BB = OL) DOL HRT 不 真 ， 
例 A={a, b, ce} 
® 


DI ee bc © | abrec 
a| be oe a GD eo 
b| ces 站 | ec 
cI| ec ec oe 


易 知 中 适合 3 元 结合 律 ， 并 且 介 ， 信 适合 3 元 分 配 律 ， 
EO Dr De) = Ga 四 Ga 中 Ca 
但 分 配 律 不 成 立 ; 
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aDlaDa) =aOb=oc 
Kao)G(CeGo)y = aDa=b 


53 同 态 、 同 构 


定义 一 个 4 到 4 的 映射 $4， 叫做 一 个 对 于 代数 运算 
。 和“ 来 说 的 4 到 有 4 的 同 态 映 躬 ， 假 如 在 $ 之 下 不管 a 和 
是 4 的 哪 两 个 元 ， 只 要 


QT bb 


就 有 WE 
aorb—~aeb 
定义 ”假如 对 于 代数 运算 。 和 来 说 ， 有 一 个 4 到 本 
的 满 射 的 同 态 黑 射 存在 ， 我 们 就 说 ， 这 个 映射 是 一 个 同 态 满 
射 ， 并 说 ， 对 于 代数 运算 。 和 “来 说 ，4 与 二 同 态 。 
定义 ”我 们 说 ， 一 个 4 与 也 间 的 一 一 映射 $ 是 一 个 对 
于 代数 运算 ， 与 来 说 的 ，4 与 有 4 间 的 同 移 映 秘 ， 候 如 在 步 
之 下 。 不 管 a，b 是 A 的 哪 两 个 元 ， 内 要 
oq bb 
就 有 ee 
arb a°b 
这 时 ， 我 们 也 说 ， 对 于 代数 运算 。 与” 来 说 ，-4 与 4 同 
构 。 记 之 以 
4 一 可 
定义 ”对 了 于。 与 来 说 的 一 个 4 与 4 间 的 同 攀 映射 叫 仇 
一 个 对 于 -来 说 的 4 的 自 同 移 。 
1。 4 = {所 有 整数 }，A 的 代数 运算 是 普通 加 法 ; 
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机 = {1，~ 1}， 也 的 代数 运 等 是 普通 乘法 。 


中 a-> 一 1 
是 4 到 也 的 映射 ， 但 不 是 同 态 映射 。 因 为 
a>—1 


b=~—1 
ath>—1*(-1D(-1) 
2。 A4= {所 有 整数 ;，A 的 代数 运算 是 普通 加 法 1 
也 ={11，- 1 2 的 代数 运算 是 普通 乘法 。; 
$s { 全 II， 若 o 是 偶数 
【er-> -~ 1， 若 o 是 奇数 
是 4 到 了 的 局 态 满 射 ， 但 不 是 .4 与 世间 的 同 构 映 射 。 
3。 ”4 = { 所 有 整数 |，-4 的 代数 运算 是 普通 加 法 ; 
杞 ={11，-1H， 2 的 代数 运算 是 普通 乘法 。、 
$s {fe - 1， 车 是 偶数 
Ta 1， 若 o 是 奇数 
不 是 4 到 有 的 同 态 满 射 。 
Ed 2 二 2= 4 一 > 一 1I 关 (一 1 一 1 
这 个 例题 提醒 我 们 ， 昌 然 这 个 $ 不 是 4 到 入 的 同 态 满 射 ， 
并 不 妨碍 在 六 ， 人 1， 若是 个 数 
Xo 一 ~1， 落 a 是 奇数 
之 下 ， 对 -4 的 加 法 与 的 葬 法 来 说 ，4 与 才 同 寒 ， 这 是 因为 
只 要 存在 一 个 满 射 的 同 态 映 射 ， 就 说 4 与 了 4 同 态 ， 
4。 ”4 = {所 有 整数 }，4 的 代数 运算 是 普 到 乘法 ; 
万 ={1，-- 二 。 -的 代数 运算 是 普通 滋 法 。 


ps > 1， 荐 < 是 个 数 
二 蕊 。 区 全 作 歼 
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不 是 4 到 艺 的 同 态 映 射 ， 虽 然 是 满 射 。 

如 2 一 工 

每 < 
2x3=6—>1*1(~ 1) 

这 个 例题 与 上 例 的 提醒 告诉 我 们 ， 虽 然 5 尽管 相同 ， 是 
否 能 充当 A4 与 巧 的 则 态 满 射 ， 不 能 离开 4 与 攻 的 代数 运算 ， 
即 同 一 个 几 对 前 考 4 的 加 法 与 有 的 乘法 就 构成 4 与 也 同 态 ， 
对 后 者 4 的 屁 法 与 本 的 乘法 来 说 ， 这 个 史 就 不 能 起 这 样 的 作 
用 。 

5。 A= {所 有 实数 cz}，A4 的 代数 运算 是 兽 通 乘法 。] 
以 下 映射 是 不 是 4 到 4 的 一 个 子 集 有 4 的 同 态 满 射 ? 


G7 z=|z| by 2 
7 和 GD ne 
我 们 的 回答 是 。 


0) 是 4 到 也 = {所 有 之 0 的 实数 } 的 同 态 满 射 但 不 是 
局 构 映 射 。 

5) 由 于 zy 一 2zy 关 (2z)(27)》 《除非 zy = 07， 故 z 一 2 
不 是 -4 弹 4 的 一 个 子 集 也 的 同 态 满 射 。 

c) 易 知 zx: 是 A 到 A 的 一 个 子 集 = {所 有 之 0 的 实 
数 } 的 同 态 满 射 ， 但 不 是 同 构 映射 。 

四 一般 说 来 ”一 (zy》 关 [一 zzDKC 一 2 
所 以 z~- z 不 是 4 到 4 的 一 个 于 集 4 的 同 态 满 射 。 

这 个 例题 说 明 。， 同 态 满 射 ， 既 要 是 满 射 又 要 保持 运算 。 

同 构 还 要 要 求 是 一 一 映射 , 

6- 4 = {o，6，c}， 代 数 运 算 由 下 起 给 定 
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低 
局 


[a 
© et 
c 
¢ 


投 出 所 有 -4 的 一 一 变换 ， 对 于 代数 运算 来 说 ， 这 些 一 一 变换 
是 否 都 是 4 的 自 同 构 ? 
我 们 说 。 所 有 -4 的 一 一 变换 有 以 下 6 个 : 


Ti Oray, b=b, Ccos 
tas Gy 五 -py 一 
Ts3 ab, bc, ca 
光 Or bb, cas 
To4 Oe» ba, cbs 
人 a>ay 已- Or 
容易 验证 71 及 Ts, 是 A 的 自 同 构 ， 而 zs，T4。Ts。Ts 不 是 
4 的 自 同 构 。 


7。 假定 对 于 并 数 运算 。 和 。 来 说 ，4 与 了 4 同 态 ， 那 么 

(i) 车 "适合 结合 律 ， ”也 适合 结合 律 

(Cii) 车 :适合 交换 律 ，。 也 适合 交换 律 ， 但 反之 不 真 。 

例 1 A4= {所 有 有 理 数 }， 代 数 运算 ,s ao8= 一 a 多 

万 = 11}， 代 数 运 算 。 是 普通 乘法 。 
$s a—>1 
显然 是 4 到 也 的 同 态 满 射 。 

而 * 适合 结合 律 也 是 显然 的 ， 但 * 不 适合 结合 律 ， 
(Sr let l= 3 -12 
2°(1°1)=2°-1-1)= -2- (~2)=0 
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即 《2*1)*1 关 2-(K1-17 

例 z ”4= { 所 有 有 理 数 }， 代 数 运 算 .， a-b=bs 

A=1{1), 代数 运算 。 是 普通 乘法 。 

$s oa 工 

而 -适合 交换 律 ， 但 "不 适合 交换 律 

32 二 2 3=2.3 

8。 候 定 中 ， 铂 都 是 集合 4 的 代数 适 算 ， 己 ， 画 都 是 集 
合 甩 的 代 算 运算 ， 并 且 存 在 一 个 4 到 A 的 满 射 ， 使 得 4 与 
也 对 于 代数 运算 吕 ， 可 来 说 同 态 ， 对 于 代数 运算 加 ， 辐 来 说 
也 同 态 ， 那 么 

(i) 若 吕 ,四 适 人 台 第 一 分 配 律 ， 礼 ， 厨 也 适合 第 一 分 
醋 律 ， 

(ii) 著 虽 ， 人 适合 第 二 分 配 律 ， 全 ， 画 也 适合 第 二 分 
配 律 。 但 反之 不 真 。 

例 ”4={ 记 有 有 理 数 }， 代数 运 算 


Os Ob=atbs DP: aDb=atb 
A= 10}。 代数 运算 

嚣 ， 普通 乘法 } 定 ， 普通 加 法 。} 

$s a>0 


对 两 对 代数 运算 来 说 ，.4 与 也 同 态 。* 
显然 中， 面 适合 两 个 分 配 律 。 
但 @@，@ 不 适合 两 个 分 配 律 ， 
1O0U®mD)= 3 4=(IODGIOD 
KtGDIOI=3 关 4=C1GCICO7>。 
9。 4 = { 所 有 有 理 数 |，-4 的 代数 运算 是 普通 加 法 
了 = { 所 有 关 0 的 有 理 数 }， 也 的 代数 运算 是 普通 条 
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法 。 

可 以 证 明 , 对 于 给 定 的 代数 运算 来 说 , 4 与 万 辣 没有 同 构 
映射 存在 。 

证 设 4 与 二 闻 有 同 构 映射 % 在 在 ， 先 看 在 由 之 下 0 的 


象 : 

0 -一 >57 
再 看 在 % 之 下 某 一 元 o 的 象 : 

a- 一 > 
那么 0+a—zara 
但 Otra=a 
所 以 CE 

器 0， 故 必 有 Go= 1 
即 0—>1 
对 - 1E 4 来 说 ， 在 % 之 下 设 有 zE 4 而 zz*0 
z 一 > -| 


由 于 % 是 同 构 映射 ， 于 是 x+z=2z 一 >1 =《-1)C-~1?， 但 
又 知 。0 一 ->1， 故 2z= 4。 从 而 z=0。， 与 z 关 0 矛 蚌 。 

所 以 ， -4 与 4 间 ， 对 给 定 的 代数 运算 来 说 ， 不 存在 同 构 
映射 

另 证 车 A~ 4 
则 Fa€ 4 有 


$0 -HE +) -9 (GF) (F)>0 
故 由 不 是 满 射 。 
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§4 等 从 关系 


-4 是 一 个 集合 ，D = {对 ， 错 }。 

定义 了 xx 4 到 DD 的 一 个 映射 RR 叫做 4 的 元 滞 的 一 个 关 
系 。 

沙 RCc,p = 对 ， 我 们 说 。o 与 85 符合 关系 尺 ， 记 帮 aRb。 

车 RRCc,b5) = 错 ， 我 们 说 ，a 与 6 不 符合 关系 中 。 

定义 集合 4 的 元 间 的 一 全 关系 一 叫做 一 个 等 价 闫 
系 ， 假 如 一 满足 以 下 规律 : 

工 . 反射 律 ，a~oe。 不 管 a 是 4 的 哪 一 个 元 ， 

工 . 对 称 律 a 一 0 一 >b 一 oy 

下 .推移 律 ，a 一 5，5~c 一 > 一 c。 

以 下 的 例题 。 说 阴 等 价 关 系 所 要 求 的 三 个 条 件 是 独立 
的 。 

1， 有 人 说 ,假如 一 个 关系 适合 对 称 律 和 推移 律 ， 那 
名 它 也 适合 反射 律 ， 他 的 推论 方法 是 ;因为 只 适合 对 称 律 ， 

GD 一 >DRa 
因为 适合 推移 律 ， 
ceR5，bRa 一 >>aRc 

这 个 推论 方法 有 什么 错误 ? 

对 这 个 问题 的 解释 是 ， 这 里 的 oRa 的 e 是 受 对 称 律 、 推 
移 律 约束 的 而 不 是 集合 中 任意 的 o。 今 举例 以 示 上 述 推 论 方 
法 是 错误 的 。 

A= {a,b,c}, 如 = {对 ， 错 } 
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由 崎 上 直接 可 以 着 出 怀 适 合 对 称 律 ， 至 于 推移 律 R 也 是 适合 
的 。 
bRce, cRb—>bRb, 
eRb, bRe—>ches 
至 于 bRe, che—>bRe, 
BRb, bRc—>b Rc, 
ceRb, bRb—>cRb, 
coRe, cRb=>cRb 
基 显 然 的 。 
但 e 与 a 不 符合 关系 ， 即 有 Cao = 错 ， 记 以 不 适合 反 
射 律 。 这 正 是 说 明 1 是 独立 的 。 
站 A={1, 2, 4, 6, 10} 
aRb 当 且 只 当 4 1a+8 时 
玉 显 然 适 合 对 称 律 。 以 下 证 明 R 适 合 推移 律 ， 
4la+tb, 4lb+e 
且 4=4gqi+Y1， C=49s+Yss 由 于 条 件 4 1a+6， 
418tc 的 限制 ，o 克 1，c 天 1， 又 由 万 的 元 素 决 定 了 
Yi 类 3，Ys 三 33 当 Y,=0 可 得 Ya=0， 上 跑 时 有 a+c=83 
除 此 具有 Y=Ys，= 2。 
这 样 a，。 只 能 分 别 为 2， 6 ，10， 那 么 
867 


otc 只 能 是 4,，8，12，16，20 
因而 4la+c 一 >aRc。 ” 即 R 适 合 推 欧 律 。 
但 

4+1+1， 即 1 与 1 不 符合 关系 、 

及 不 适合 反射 律 。 

3. A=t{a, b} 

已 | a b 

对 错 
对 对 


a 
6 
也 适 合 反 射 律 。 
民 适 合 推 移 律 ， 显 然 不 适合 对 称 律 ， 这 说 明 工 是 独立 的 。 
4. 所 = {所 有 实数 }，44 的 元 间 关 系 之 是 适合 反射 律 及 
推移 律 但 不 适合 对 称 律 。 
5, A={a, b, ce} 


.2 


a | 对 对 对 
6 | 对 对 错 
5 | 对 错 对 


玉 适 合 反射 律 、 对 称 律 ， 但 不 适合 推移 律 ， 
656Ra，。aRc 未 必 有 5bRe 
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1. 群 的 两 个 定义 
群 的 第 一 定义 一 个 非 空 集合 G 对 于 一 个 叫做 条 法 的 
代数 运算 来 说 作成 一 个 群 ， 候 如 
I 。 忆 对 于 这 个 乘法 来 说 是 闭 的 ; 
1 .。 适合 结合 律 ， 
丰 、 对 忆 的 任 二 元 ,6 来 说 ， 方 程 
cr=b 和 ya=b 
都 在 里 有 解 。 
艾 的 第 二 定义 一 个 非 空 集 合 @ 对 于 一 个 叫做 乘法 的 
代数 运算 来 说 作成 一 个 群 ， 假 如 
I .。 G 对 于 这 个 乘法 来 说 是 六 的 + 
I . 适合 结合 律 ， 
本。 G 里 至 少 存在 一 个 左 单位 元 e 使 
eqa=0 
这 里 VaEG。 
站 。 对 于 G 的 任 一 元 ce 来 说 ， 在 C 里 至 少 存 在 一 个 左 逆 
元 co :。 使 
o ia=e《 这 里 e 是 一 个 固定 左 单元 ? 
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而 
| a 6 
a oa b 
bla 6 
我 们 说 ，3 对 这 样 规 定 的 溢 法 不 作成 群 ， 因 为 方程 
yb=a 
在 3 中 无 解 。 


2. 群 的 第 二 定义 中 第 Y 条 是 否 可 换 为 以 下 条 件 。 
”YY7"。 对 手 G 的 任何 一 个 元 e 至 少 可 以 找到 C@ 的 一 个 左 单 
位 元 e’ 以 及 一 个 元 a “使 
Gria=e! 
这 个 条 件 正好 是 忽 虐 了 e 是 一 个 固定 左 单元 的 要 求 。 
我 们 的 回答 是 不 能 换 ， 仍 取 前 例 
例 S=t{o, 8} 


| 5 

a|a 5 

bla 五 
显然 bax=a 
ab=8 


闵 易 见 0，5 都 是 5 的 左 单位 元 。 不 难 知道 对 肚 法 来 说 5S 满足 
I，8， 太 ，Y*， 而 不 满足 Y。 这 是 因为 对 国定 的 左 单 位 
元 da 〈 或 b》 来 说 ， 元 《或 c) 找 不 到 左 逆 元 。 
8， 有 限 群 的 定义 ”一 个 有 乘法 的 有 限 非 空 集合 G 作 戌 
一 个 群 ， 假 如 满足 1 ， 工 以 及 夺 ’。 
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下 / ”消去 律 : 1 一 > 
Yao= ya Y= 2 

这 个 定义 中 对 集合 G 要 求 是 有 限 的 。 否 则 ， 纵 然 符 合 
I，I， 下 *，CG 也 未 必 是 群 ， 

例 G= {所 有 不 等 于 零 的 整数 } 

对 于 普通 乘法 说 G 通 合 TI， 互 ， 政 ', 可 十 不 适合 在 。 

4。 群 元 的 阶 

定义 4 是 群 上 的 一 个 元， 能 够 使 得 

ar=e Ce 是 群 G 的 单位 元 》 

成 立 的 最 小 的 正 整 数 所 叫做 cz 的 阶 。 车 这 样 的 一 个 m 不 存在 就 
说 6 是 无 限 阶 的 。 

我 们 知道 ， 一 个 有 限 群 的 每 一 个 元 的 阶 都 有 限 ， 那 
么 一 个 群 的 元 的 阶 都 有 限 ， 这 个 群 是 不 是 一 定 为 有 限 群 
呢 ? 

例 工 的 任 知 次 《复数 ) 报 的 全 体 构 成 的 集合 C， 对 数 
的 乘法 来 说 作成 群 ， 这 个 群 的 元 是 无 限 多 ， 而 其 每 一 个 元 的 
阶 都 有 限 。 

事实 上 ， 两 个 4 次 单位 根 的 续 积 仍 是 一 个 x 次 单位 极 ， 

?次 单位 根 、 和 = 次 单位 根 的 乘积 ， 是 一 个 单位 根 。 

本 证 二 于 

即 es 了 “一 
所 以 《ez)m= 1， 当 (mr = 1 时 e7 是 mn 次 单位 根 ， 


当 Gm 由 =4d 时 a7 是 -次 单位 报 。 
z 次 单位 根 的 道 元 仍 是 一 个 "次 单位 根 。 


Z1 


《e 27" = (er) = 

这 个 例 刀 告诉 我 们 ， 元 过 都 是 有 限 叭 的 无 群 是 存在 
的 。 

当然 ， 也 有 这 样 的 结论 ， 元 素 都 是 无 限 阶 的 无 限 群 是 不 
存在 的 ， 这 是 因为 红 何 一 个 群 都 含有 一 个 单位 元 。， 它 的 阶 
是 1 。 

除 单位 元 外 的 所 有 元 的 阶 都 是 无 限 的 铬 是 存在 的 ， 例 
如 ， 浆 数 加 群 。 

再 如 有 再 数 乘 群 〈 所 有 不 为 零 的 有 理 数 对 普通 乘法 ) 。 
单位 元 1 的 阶 为 1。 一 1 的 阶 为 2， 其 他 元 的 阶 都 是 无 限 
的 。 

这 方面 的 例题 再 给 出 两 个 。 

例 { 设 Z, 表示 以 "为 模 的 剩余 类 环 ，C 是 Zu 上 一 个 不 
定 元 + 的 所 有 多 项 式 作成 的 加 群 ， 则 G 的 元 元 限 多， 然而 局 
的 每 一 个 元 对 加 法 来 说 ， 它 的 阶 有 限 。 

例 2 ”特征 为 pp 的 无 限 域 对 于 加 法 来 说 构成 的 群 中 ， 每 
个 元 的 阶 都 有 限 。 


§2 群 的 同 坊 


1. 若 群 与 集 GG 对 它们 的 乘法 来 说 同 态 ， 刚 也 是 
群 。 es a 
我 们 看 ， 若 集 G 与 群 G 对 它们 的 科 法 来 说 同 态 ，GG 是 得 
成 群 ? 问答 是 忆 术 必 成 群 。 
例 i 下 ={ 所 有 奇数 }， 普 通 导 法 。 
G-{c}。 条 法 是 co= c, 在 
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$: a—>e 
之 下 ， 蕊 与 G 同 态 。 
但 对 营 通 滋 法 不 作成 群 。 
例 ? 。 忆 ={ 所 有 家 然 数 }， 普 通 加 法 ， 而 全 不 成 群 。 
G={1，-- 1}， 普 通 生 法。 
而 G 作 成 群 ， 在 
ao—> 1， 当 a 是 偶数 
加。 > 1， 当 a 是 厅 数 
之 下 ， 忆 与 G 同 态 。 
2， 车 群 G 与 群 亿 同 态 ， 则 G 的 单位 元 e 的 象 是 全 的 单 
位 元 ，G 的 元 ao 的 道 元 co 的 象 是 c 的 得 的 逆 元 ， 
在 同 料 的 条 件 下 ， 即 群 G 与 群 G 同 态 ， 单 位 元 e 的 道 短 
未 必 只 是 G 的 单位 元 ; 还 有 互 禾 元 的 逆 象 未 必 瑟 洁 。 
例 ”G: 整数 加 群 
C={e, b, c} 


$e fs 当 m 一 0C3》 
的 当 zx 三 1(3》 
zx—>c, ， 当 7 三 253) 


易 知 在 上 之 下 G 一 全 。 
?3 


而 e 的 逆 旭 有 3 。 3 不 是 G 的 单位 元 。 
又 .四 c 互 逆 ， 其 道 象 4 、 5 不 互 道 。 
3， 假 定 在 两 个 群 G 和 G 的 一 个 同 态 喘 射 之 下 。 


9 一 一 > 4 
9 与 上 的 防 是 不 是 一 定 相 同 ? 
我 们 说 ， 不 一 定 - 
例 1 仍 取 上 例 《 即 第 六 章 8 2 一 2 之 例 ) . 
知 3—>e 
4—>6 
5——>c 


3 、4、5 的 阶 都 是 无 根 的 ， 而 。 的 阶 为 1，48 的 阶 为 3。 
5 的 阶 为 3 。 


M2 G={1, Sli, ly 


G=1{1} 
对 普通 乘法 ，G 、 忆 都 作成 群 ， 生 $Cx) = 1 
《这 里 YrEG, 1 EG) 
由 $ 可 知 G~G 


但 1 一 431 的 阶 都 是 3， 而 1 的 阶 是 


1, 

4. 群 的 自 同 态 满 射 是 否 一 定 是 自 同 构 ? 我 们 的 回答 是 
不 一 定 。 

伍 ”RCx)] 是 实数 域 上 包 项 式 环 ， 因 而 是 加 群 。 令 

ps fc —> f(z) 


了 十 


% 是 尽 Cz 关 于 山 法 的 一 个 自 同 态 满 射 。 但 不 是 一 一 映射 。 因 
为 可 以 在 尽 里 取 a。， 而 yzB。 但 是 在 4 之 下 有 

0 一 ->4/ = 0 

b—>b/=0 


所 以 不 是 自 同 构 。 


§3 岂 个 有 具体 群 


1. 变换 群 

定义 ”一 个 集合 如 的 若干 个 一 一 变换 对 变换 的 屁 法 作成 
的 群 咀 做 4 的 一 个 变换 群 . 

定理 ”G 是 集合 4 的 若干 个 变换 作成 的 集合 ， 且 G 合 便 
等 变换 e， 当 G 对 变换 乘法 作成 群 时 ，G 一 定 是 变换 群 。 

这 个 结论 的 取得 ， 特 别 重 要 的 一 点 是 很 设 人 食 便 等 变换 
e。 候 使 将 这 一 条 件 忽略 。 即便 人 成 鲜 ， 也 未 必 是 变 换 群 。 


例 A={1, 2} 
Ts: 1—>1, 2—>1 
全 G={e 
显然 tr=t 


而 G 作 成 群 ， 但 6G 不 是 变换 群 ， 这 是 因为 + 不 是 一 一 变换 。 

进一步 说 ， 虽 然 G 含 便 等 变换 * 的 条 性 不 能 略 去 ， 但 是 
可 以 由 其 他 条 件 代 替 。 下 面 以 定理 形式 表示 。 

定理 。 G 是 集合 4 的 车 干 个 变换 作成 的 大， 且 避 合 一 
4 的 满 射 变换 或 单 射 变换 ， 那 么 G 是 变换 群 。 

证 i) 会 一 满 射 变换 Tt。 


Ts Qa" 
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因为 是 4 的 满 射 变 换 ， 则 有 4 的 元 都 有 a 形式 。 
设 * 是 G 的 单位 元 ， 就 有 
《aoe = a a 

这 正 是 说 @G 的 单位 元 se 是 恒 等 变 撤 ， 即 G 是 变换 群 。 

ii) 会 一 单 射 变换 4 
是 单位 元 

C0)= 0 一 GA 

出 于 4 是 单 射 变换 ， 即 异 元 异 象 ， 因 而 但 同 其 送 象 亦 同 。 这 
样 就 有 
qmg 
亦 即 说 明 * 是 恒 等 变换 ， 故 C 是 变换 群 。' 
- 总 之， 南 证 明 过 程 可 得 ， 变 换 群 的 单位 元 就 是 便 等 变 
换 ， 而 便 等 变换 就 是 单位 元 。 

我 们 还 要 为 以 下 的 问题 再 举 一 例 , 

问题 ”假定 * 是 集合 4 的 一 个 非 一 一 变 热 ， 会 在 会 有 
一 个 左 道 元 cr! 使 ft!'t+=e? 

答 ， 会 有 的 。 

例 A={1,2,3.} 


To 
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3 一 > 14 
4—>5 


了 显然 是 一 个 非 一 一 变换 。 


但 Tit=8 

2， 置换 群 

1) 定义 ”一 个 有 限 集 合 的 一 个 一 一 变换 叫做 一 个 登 
接 。 

一 个 有 限 集 合 的 若干 置换 作成 的 一 个 群 叫做 一 个 村 换 
群 . 


一 个 包含 # 个 元 的 集合 的 全 体 和 置换 作成 的 群 叫做 n 次 对 
称 群 ,用 5, 表 示 。 

一 个 = 个 元 的 乐 合 的 一 个 置换 叫做 一 循环 置换 。 假 如 
它 把 ap 变 到 cia，ai 变 到 ais…， cik 变 到 ci， 而 使 得 其 
余 的 元 (假如 还 有 的 话 ) 不 变 。 

2 ) 一 个 登 挨 不 一 定 是 循环 置换 。' 

例 关于 4 个 元 集合 的 置换 

( 1 2 3 4 ) 
2 i 4 3 

就 不 是 一 个 循环 丑 换 。 

3) 定理 每 一 个 5 个 元 的 置换 都 可 以 写成 若干 互相 没 
痪 共同 数字 《不 相连 》 的 循环 简 换 的 腔 积 。 

这 并 不 排斥 一 个 = 个 元 的 置换 可 以 写成 若干 有 共同 数字 

〈 相 连 ) 的 循环 网 换 的 采 积 
例 一 个 5 个 元 的 置换 
《25) = (12) C15) C12) 
?7 


=《152(C122Ct57 


= (45) C34) (C23) C34) (45) 
同时 给 蜡 表 示 成 相连 的 莱 积 不 是 唯一 的 。 
4) Ss= {C1), (612), (13), (23), (123), (C132)} 


是 有 限 非 交换 群 ， 而 且 是 元 数 晤 少 的 非 交 换 群 。 
3. 循环 群 
定义 ”车 一 个 群 G 的 每 一 个 元 都 是 G 的 某 一 个 固 定 
的 乘 方 ， 就 把 G 丰 做 短 环 群 ， 也 说 G 是 由 co 生成 的 。 以 
G=(a) 
表示 。2 叫 做 的 一 个 生成 元 。 
1) on 不 一 定 是 〈oar) 中 co 的 最 小 正方 罕 。 
鲍 5 元 循环 群 G = (a》 
则 (= 
2) 人 ~~G， 着 G 是 循环 群 ， 则 G 也 是 循环 群 。 


a 
名 


俩 G={1, -1}=C- 1) 
令 G=5, 
$s z 一 > 1 ， 当 x 其 偶 置换 ， 
z 一 > 一 IT， 当 r 是 奇 置换 。 
容易 验证 a 
G~G 
G 是 循环 群 ,G 是 非 交换 群 因而 不 是 循环 群 ,因为 备 环 群 一 定 
旦 交换 群 。 
3 ) 循环 群 的 真子 群 是 循环 群 ， 反 之 不 真 ( 有 关子 群 的 
扎 念 ， 见 下 节 》 
例 G 是 四 元 非 循环 群 。 
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即 GC={e, a, b, c} 


ee abse 
ele gore 
alace ec 日 
blIlb cc ea 
clcboe 


G 的 子 群 除了 平凡 子 笑 〈e) 及 G 之 处 。 还 有 {e， 只 = (@， 
{e， 纹 = (8)。{e，cr = cy， 且 仅 有 这 些 ， 这 些 真 子 群 都 是 
循环 群 。 
将 这 个 群 其 体 化 ， 可 令 
e=0(1) 
a=(12) C34) 
b= (13)C24) 
c=(14) (23) 
4) Pp" 《p 素数) 元 循环 群 具 有 "一 1 个 《 非 平 必 > 
袜子 群 ， 这 里 短 环 群 的 条 件 是 不 能 省 略 的 。 
例 G 是 非 循环 四 元 群 ， 即 2 ?元 群 ， 而 不 只 2 一 了 =1 
个 非 平凡 真子 群 ， 实 际 上 有 真子 群 (9)，(b)，(c)。 
这 个 例题 局 时 说 明 交换 群 未 必 是 循环 群 
5) 循环 群 也 可 以 由 多 于 一 个 元 生成 。 


例 侣 是 整数 加 群 
G=C1), G=(2, 3) 
§4 子 群 
1， 子 群 
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定义 ”一 个 群 G 的 一 个 子 集 玉 叫 做 G 的 一 个 子 人 群 ， 若 磋 
对 于 C 的 乘法 来 说 作成 一 个 群 。 

1) 和 邓 群 的 定义 要 求 子 集 互 对 群 G 的 乘法 而 言 ， 而 不 
能 说 ， 子 捍 瑟 对 五 的 滋 法 来 说 成 群 。 

例 Q= {所有 有 理 数 }，Q 的 乘法 是 普通 加 法 ， 则 咏 对 
加 法 来 说 作成 群 。 

Q+= { 所 有 正 有 理 数 }， 普 通 冬 法 。 

风 Q; 对 乘法 来 说 作成 群 。 

虽然 Q, 是 Q@ 的 子 入 但 不 是 Q 的 子 群 。 

2 ) ”构成 子 群 的 两 个 条 件 是 独立 的 。 

定理 ”一 个 群 G 的 一 个 非 空子 集 互 作成 C 的 一 个 子 群 的 
充 要 条 件 是 ， 

i) em bEH—>abEH 

Cii) a€EH—>a EH 

例 1 2 是 整数 加 群 ，N = { 所 有 自然 数 }。 六 适合 (而 
不 适合 Cii)。 

例 2 Z 是 整数 加 群 ，Z* = {所 有 非 零 整数 }。Z* 适 合 
ii) 而 不 适合 Ci)。 

3) 有 限 群 不 能 和 它 的 真子 群 同 构 ， 无 限 群 能 否 和 它 
的 真子 群 同 构 ? 

例 整数 加 群 和 其 真子 群 偶数 加 群 同 构 。 

4 》 ” 非 交 搁 群 的 真正 于 群 是 涯 都 是 非 交 换 的 ? 

例 5S, 是 非 交 换 群 。 

五 = 并 1) 《12)} 是 Sa 的 一 个 非 平凡 子 群 。: 

但 石 是 交换 群 。 

这 个 例题 同时 告诉 我 们 一 个 非 循 环 群 Ss 有 一 个 真正 于 
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群 太 = {C1)，(12)} = [《12)) 是 循环 群 . 
5) ”一 个 群 的 两 个 不 同 的 于 集会 不 会 生成 相同 的 子 
群 9 
我 们 说 ， 发 的 两 个 不 同 的 子 集 可 能 生成 相同 的 子 群 . 
例 Ss 攻 三 次 对 称 群 
取 Hi1={(123)}, H,=1{(132)} 
由 瑞生 成 的 各 由 矶 ,生成 的 子 群 都 是 
H={(1), (123), (132)} 
2. 不 变 子 群 
”于 群 的 陪 集 
人 是 本 的 二 个 子 群 ， 规 定 @ 的 元 间 的 一 个 关系 ~ ， 
a~b， 当 且 只 当 a6"!€ 到 
容易 验证 一 是 一 个 等 价 关系 ， 这 个 等 价 关系 所 次 定 的 类 思 做 
子 群 鼠 的 右 陪 集 。 
包含 元 a 的 各 陪 集 用 万 0 粒 大 示 。 
类 似 好 ， 可 定义 子 群 五 的 左 猪 六 。 包 含 元 s 的 左 路 集 
用 4 吾 米 表示 。 
定义 一 个 群 O 的 一 个 子 群 古 的 右 陪 集 A 的 
个 数 叫 做 玖 在 人 里 的 指数 。 
-不 变 子 群 ,一 个 群 6 的 一 个 子 群 六 叫做 一 个 不 变 ( 正 规 》 
子 苹 ， 假 如 对 于 G 的 每 一 个 元 o 来 说 ， 都 有 
Na=aN 
一 个 不 变 子 群 六 的 一 个 左 〈 或 右 》 陪 集 叫 做 六 的 一 个 障 
集 。 
1》 一 个 群 的 子 群 的 左 陪 集 不 一 定 和 它 的 右 陪 集 一 
致 。 
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例 群 5, 的 子 群 里 = {( 1),(12)} 的 左 陪 案 是 
CUOH={C1), (12)) 
QW)H= {03), (132)} 
(23)H = 4623), (123)} 
户 村 的 右 陪 集 是 
HOD= {C1), (12)} 
HUO3)= {03), C123)} 
HC23) = {(23), (132)} 
由 此 说 明 ， 村 的 左 、 有 障 集 不 一 致 。 
2 ) 拉 格 朗 已 《1.Lagrange》 定 理 一 个 有 限 群 所 的 
子 群 如 的 阶 能 整除 G 的 阶 。 
但 反之 不 真 。 即 车 GG 的 阶 是 %。 如 果 m1n， 那 末 G 不 一 定 
有 以 m 为 阶 的 子 群 。 
例 ”44 是 交代 群 ，444 的 院 为 12 而 6112， 但 44 没有 以 6 
为 阶 的 子 群 - 
3) ”有 阶 是 案 数 的 群 一 定 是 循环 群 ， 及 之 不 实 。 
例 以 6 为 模 的 剩余 类 加 群 是 循环 群 ， 但 其 阶 是 合 数 
6。 
4) 陪 集 已 o= 万 pb 未 必 有 a=5。 
例 到.S ,的 一 个 子 群 妃 ={(1)，(123)。《132)}》 可 以 


知道 
HOGQ3)=H(3) 
但 (23) 与 (13) 不 等 。 
5) 子 集 的 积 


定义 设 Si，Ss,…;Sn 是 一 个 群 O 的 m 个 于 僻 ， 由 所 有 
可 以 写成 
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3 《srED 
形式 的 刀 的 元 作成 的 集合 叫做 :So 的 二 积 ， 这 个 
乘积 用 
SS So。 
表示 。 

我 们 知道 ， 当 万 是 子 群 时 ， 有 召 恕 = 五 ,但 反之 不 真 ， 
也 就 是 说 . 当 石 如 = 互 时 ， 互 不 一 定 成 群 。 

例 Q*= {所 有 非 零 有 理 数 }, 对 普通 乘法 作成 群 。 

取 Q* 的 子 集 五 = {所 有 奇数 }， 

则 有 
HH=H 
但 吾 不 是 群 。 

青 举 一 个 例题 说 明 ， 

一 个 群 的 两 个 子 群 之 积 未 必 还 是 子 群 。 

例 取 S, 的 两 个 子 群 

Hi=[Lt12)), Hs=C(23)) 
则 及: 瑟 : = 412，(233，(12)，(182)} 不 作成 子 群 。 

6) “ 子 群 具有 传递 性 ， 不 变 子 群 是 否 也 具有 传递 狂 ? 
意 即 ，N 是 群 G 的 不 变 子 群 ， 尺 ,是 六 的 不 变 于 群 ，N 1 起 否 
一 定 是 G 的 不 变 子 群 ? 

我 们 说 未 必 。 

例 取 G=5S。 

N={4C1), (12)C34), (13) (24), (14)(23)} 
Ni,=4C19, C4)C23)} 
易 知 就 是 G 的 子 群 ， 六 :是 六 的 子 群 ， 并 且 训 是 C 的 不 变 子 
群 。 
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因为 N 是 阶 为 4 的 群 ， 所 以 为 交换 群 ， 故 其 子 群 和 ,是 
不 变 子 群 

但 是 w , 却 不 是 G 的 不 变 子 群 。 原 因 是 ， 

C8349"1C014) (28) (34) = (13) (24) EN 

7 交换 群 的 任何 一 个 子 群 都 是 不 变 子 群 . 反之 不 
真 ， 也 就 是 说 ， 有 这 样 的 非 交 换 群 存在 ， 它 的 任何 一 个 子 群 
都 是 不 变 子 群 。 

这 样 的 非 交 热 群 称 为 汉密尔顿 鲜 。 

这 密 东 顿 群 之 例 

取 S* 的 两 个 元 ri=(1234)5 578) 
w=(1537(2846) 

由 zi、z: 生 成 子 群 K。 

不 难 直接 验证 可 得 

Nise C=(1)) 


Ai=E 


让 
TNT = Eo- 
因而 K= {es is ay Minas Amamits ris wi mi} 
其 中 miza=(t83627 45) 
wri~(l 6 3 8)(2547) 
ni=n= (13) (24) (57) (68) 
A=(1432587 6 
ri=tl1735)26487 
显然 得 出 K 基 以 8 为 阶 的 非 交 失 群 . 
由 示 格 凑 昌 定理， 群 K 中 非 平凡 子 群 的 阶 必 为 2 或 4。 
实际 上 ，K 中 有 
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唯一 一 个 2 阶 子 群 Wi= (rt 
三 个 4 阶 子 群 : Ni= Cr), Ns=Cr2), N= (Cirz) 
可 以 验证 ， 这 四 个 于 群 都 是 的 不 变 于 群 ， 

总 之 ， 玉 是 非 交 换 群 而 它 的 所 有 子 群 都 是 不 变 子 群 ， 亦 
即 站 是 汉密尔顿 群 。 

8) 一 个 子 群 五 的 右 陪 集 集 9- 和 左 踏 集 集 Sr 间 存在 一 
个 一 一 了 映 射 。 

这 个 一 一 映射 是 
CE Ha—>a!H 

现在 我 们 同 

Ha——>aH 

是 不 起 5, 与 $1 疗 的 一 一 上 映射， 我 们 说 未 必 。 

三 G=Ss， 万 = {C1)，(12)} 是 G 的 子 群 - 
HO3) = 403 C123)}——> C1 =1{(13), (132)} 
五 (123? = 10128, (013)}—> (123)H = 1(123),(23)} 

HAUS)= HCO23y 

但 DH AI2YIH 
所 以 HHo- 一 >aH 不 是 S; 到 Si 的 一 个 遇 射 。. 

9) 一 个 交换 群 G 的 每 一 个 子 群 五 都 是 不 变 于 群 。 

我 们 不 能 说 ， 任 一 群 的 交换 子 群 都 是 不 变 子 群 。 

例 人 =Sa 吾 = 人 1 (1L2)} 是 Ss。 的 一 个 交换 子 群 ， 
但 瑟 不 是 $ ,的 不 变 子 群 . 

(132) E53 而 (132)™1 = (123> 
(132)012) C123) = (23) EH 

即 “ 瑟 是 交换 狼 但 不 是 S :的 不 变 子 群 。 
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S5 商 群 


定义 一 个 群 G 的 一 个 不 变 子 群 N 的 障 集 所 作成 的 群 叫 
做 一 个 商 燃 ， 思 G/N 表示 。 

可 以 证 明 ，“ 交 换 群 的 两 群 还 是 交换 群 ”， 而 反之 不 
真 。 也 就 是 说 ， 有 非 交 换 群 的 商 群 也 是 交换 群 。 

在 举例 之 前 。 先 介绍 一 个 概念 。 

换 位 于 :一 个 群 G 的 可 以 写成 o- 扩 3o8 形式 的 元 叫 徽 换 
位 子 - 

例 G 是 一 个 群 . 

C= {所 有 G 的 有 限 个 换 位 子 的 敢 积 } 

首先 ， 必 是 子 群 。 

我 们 说 ，e 是 换 位 子 。 
因为 e=erieriee， 所 以 e 和 C， 故 C 非 空 。 

《有 银 个 换 位 于 的 莱 积 ”， 《有限 个 换 位 子 的 傈 积 ) 

= 有 限 个 换 位 子 的 线 积 。 故 C 对 G 的 移 法 是 阅 的 . 

由 于 (ob ob) = pol1ba 是 换 位 子 ， 故 《有 限 个 换 
位 子 的 胸 积 ) 的 道 仍 为 《有 限 个 换 位 于 的 莱 积 ). 即 车 cEC， 
则 ec-! EC, 

这 样 C 是 子 群 ， 进 一 步 证 明 C 是 不 变 子 群 。 

cEcC， gEG 
由 9cg ec“ EC， 有 (9cg ce cEC 
此 闻 pceg EC， 所 以 C 是 不 变 子 群 。 

现在 可 以 证 明 G/C 是 交换 群 。 

TYEG, Wry ryEC 
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邯 2zrlyrtiry=c 就 有 ry= yzc 
故 zyE yrC， 因 而 
zyC=yrC 

即 CZzC)CC) = (CCDIKzC)》 
所 以 G/C 是 交换 群 。 

另 一 个 问题 是 关 二 集合 的 从 及 逆 象 。 

先 定义 这 两 个 概念 。_ 

令 $ 是 集合 4 到 集合 4 的 一 个 满 射 。 本 

我 们 说 ，S 是 4 的 一 个 子 集 $ 在 4 之 下 的 象 ， 假 如 S 刚 妖 
包含 所 有 S 的 元 在 % 之 下 的 条。 _ 

我 们 说 ， 人 是 有 4 的 一 个 子 集 5 在 # 之 下 的 送 象 ， 假 如 S 
刚好 包含 所 有 S 的 元 在 $ 之 下 的 逆 象 。 _ 

我 们 的 结论 是 ， 若 5 是 3 的 北 象 ， 了 3 一定 是 5 的 象 。 

反之 不 真 , 就 是 说 , 考 5 是 S 的 象 ,S 不 一 定 是 5 的 北 象 。 


例 设 A4={1,， 2, 3, 4, 5, 6}, 4 =1{1, 2} 


$: Ly 二 
2—>2, 5 -一 > 1 
3 -一 > 1， 区 
令 人 = 人 3+ 
在 6 之 下 


S={1} 
但 所 的 首 象 是 {1，3， 5} 
再 一 个 问题 是 。 一 个 群 G 间 它 的 而 群 G/ 太 同 态 。” 
当 G~G/N 是 指 自 然 癌 态 时 ， 那 么 这 个 核 就 是 信 。 
当 G 一 G/N 的 向 态 映射 不 是 自然 同 态 ， 那 么 这 个 核 就 未 
必 是 NN。 
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例 G=fe a, b, c} 


SS rae 
on mae 
a 


是 非 循 环 四 元 群 、 
和 = {e，o} 是 G 的 不 变 子 群 。 
这 时 G/N = {Ne,， Nb} 


令 志 2—>Ne (rEGY 
使 得 G~G/N 
$$ 的 同 态 核 就 是 入 。 
令 e—>Ne 
b—>Ne 
c—>No 
a—>Nb 


容易 验证 3 使 得 GG 一 G/N， 但 $ 不 是 自然 同 态 。! 
细 的 辐 态 核 是 六 ,= {e，8}， 显 航 信访 ， 根 据 定理 易 


名 
G/N G/N 


这 同时 说 明 ， 对 G 来 说 ， 两 个 商 群 辣 构 ， 两 个 不 变 子 群 
1 与 玉 未 必 一 致 ， 
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第 七 章 环 与 域 


81 环 、 颈 


先 纵 出 环 移 定 义 。 
定义 一 个 集合 RI 做 一 个 环 ， 候 如 
让 R 基 一 个 加 群 ， 换 一 名 话说 ， 民 对 于 一 个 叫 黎 加 法 的 
代数 运算 来 说 作成 一 个 交换 群 
下 ) 丸 对 于 另 一 个 叫做 乘法 的 代数 运算 来 说 是 质 的 ; 
-iiD 这 个 飞 法 适合 结合 律 ， 
aCBc) = Cab)e 
不 管 o，b，c 是 RR 的 跑 三 个 元 ， 
ivy》 两 个 分 配 律 都 成 立 ， 
a(b+c)}=abtac 
(Cat+c)a=pba+ca 
不 管 gs，b，c 是 尺 的 哪 三 个 元 。 
1。 环 
1》 关于 交换 律 
岂 下 给 出 乘法 不 适合 交换 律 的 环 的 例 ， 即 所 亩 非 交换 环 
的 例 。 


1 Re 人 的 5 ， 对 矩阵 加 法 与 
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称 阵 乘法 ， 容易 验证 作成 一 个 环 ， 是 非 交换 环 。 

例 2 愉 = {0，a，b，c}， 加 法 和 乘法 分 别 由 以 下 两 个 
表 给 定 ， 
41 
de 
0 
2 
由 
| 
能 够 验证 作成 一 个 环 。 

因为 abp= 0，ba=a 
所 以 ab* ba 
即 呈 是 非 交 换 环 。 

2 ) 关于 单位 元 

以 下 给 出 无 单位 元 的 环 ， 其 电 包含 有 左 单位 元 而 无 右 单 
位 元 或 有 右 单位 元 而 无 左 单位 元 的 情形 。 

例 1 偶数 环 没有 单位 元 。 

例 2 有 两 个 左 单位 元 而 无 右 单位 元 的 例 。， 

忍 =10，a b， cj， 以 下 是 加 法 。 丧 法 表 


百 


hoo 
a 
Ea 
bb 


五 
b 
c 
0 
a 


anoon 
ymon 
naooolon 


怀 作 成 环 。 
由 乘法 表 直 接 看 出 5»、c 都 是 只 的 左 单位 元 而 没有 右 单位 
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元 。 

例 8 有 无 限 儿 个 左 单位 元 而 无 右 单位 元 的 例 。 
R=1{(a, bla, bEZY 《2 是 整数 集 7 
对 于 加 法 《a， Bf+Cc 人 = (etc b+d 以 及 乘法 

(a，B)Kcy，d) = toc，ad) 来 说 ，R 作 成 环 。 
C1», byle, d= Ce, d) 
所 以 《1，5)》 是 左 单位 元 ， 由 于 b 是 任意 整数 ， 因 而 有 无 限 
多 左 单位 元 。 
我 们 说 。 没 有 右 单位 元 。 
如 时 (c,d)(z, 3y)=(c, od) 
即 er, cy)=(e, d) 
则 应 有 ”crz=c， 因 而 z= 1， 


cy =d， 因 而 y= 全， 此 时 全 未 必 是 整数 ， 


关于 有 多 全 右 单位 元 丽 无 左 单位 元 的 例题 可 以 类 似 地 举 
出 ， 这 里 就 从 略 丁 。 

例 4 我们 知道 “对 于 有 单位 元 的 环 来 说 ， 加 法 适合 交 
换 律 是 环 定义 里 其 它 条 件 的 结果 。” 

但 反之 不 真 ， 即 加 法 适合 交换 律 的 环 未 必 有 单位 元 。 如 
偶数 环 。 

3) 关于 零 因子 

定义 ”在 一 个 环 里 车 

a 0, 5 区 0 而 ab=0 

就 说 a 是 这 个 环 的 一 个 左 规 因子 ，b 是 一 个 右 零 因子 。 

例 1 模 6 的 镜 余 灼 环 有 和 零 因子 。 

[L213*50], [3Jxr0] 
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而 [2Jr[31=[63=[0] 
例 2 # 阶 矩阵 环 忌 , 有 和 零 因 子 。 


0 fs ?0 
i 


例 3 R={0, a, b, cy 
a “|I0 a bb ¢ 
00 a be ol 0 0 0 
oa 0 cb 2 0D 0 0 
bb ce 0 a bi0 a be 
ba 0 cj obe 
a= 0 
故 c 既 是 左 零 因子 又 是 右 零 因子 。 


ob= 0, ac= 0 - 
则 5。e 是 右 零 因子 ， 易 知 其 不 是 左 零 因 子 。 

例 4 单位 元 显然 不 是 零 因 子 ， 但 左 《 右 ) 单位 元 就 未 
必 不 是 零 因子 。 


a 6b 
| 
0 0 
R 对 于 什 阵 加 法 和 逢 竹 乘法 作成 环 。 
1 
( “| 是 左 单 位 元 
0 0 


el 
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o， se 


工 
这 就 是 说 , | i )aem 子 。 


e 
0 

例 5 一 个 有 零 因 子 的 环 里 ， 消 去 律 不 成 立 ， 举 一 例 以 
验证 之 。 


a aa 
Zax2 = ( jm ed 
a2l 02ad| 
取 人 ? 人 "】 
去 
0 0 0 0 


其 由 ch。 
( b ") ( "】 
而 z 
C ad hk 
同样 ， 另 一 个 消去 律 也 不 成 立 。 
4) 关于 道 元 
定义 ”有 单位 元 环 的 一 个 元 6 叫做 元 a 的 一 个 在 〔 右 》 道 
元 .假如 
ba= 1 《cs= 1) 
有 单位 元 的 环 的 一 个 元 5 叫做 元 a 的 一 个 北 元 ， 假 如 
ba=ab= 1 
例 1 整数 环 中 除 + 1 而 外 的 元 是 媚 无 左 道 元 又 无 右 道 
TE, 
例 2 尺 = {每 行 每 列 只 有 有 限 多 数 大 0 的 无 限 整数 抢 
阵 } 
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也 是 有 单位 元 的 环 。 


3 


是 《两 侧 ) 单位 元 


令 
0 1 0 
A 0 1 0 
0 0 0 
i 
和 1 0 
Cll 0 0 0 0 
0 1 0 0 
则 


了 
Ac B= | 1 】 有 Oo ls 2 


这 就 是 说 4 有 多 个 右 道 元 而 无 左 道 元 。 
类 似 地 可 以 举 出 有 多 个 左 北 元 而 无 右 北 元 的 例 。 
2。 域 
整 环 的 定义 ”一 个 环 尺 叫 做 一 个 整 环 ， 若 
iD 聚 法 适合 交换 律 ， 
ab= ba 
ii》 民 有 单位 元 1， 
la=al=4a 
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iii》R 没 有 零 因子 ; 
ab 二 0 一 a 一 0 或 bg 一 0。 

这 里 ac、8 是 闷 的 任意 元 。 

除 环 的 定义 ”一 个 环 只 叫做 除 环 ， 车 

i)》 KR 至 少 包 售 一 个 不 等 于 零 的 元 

ii 刁 有 一 个 单位 元 ， 

iiiy 总 的 每 一 个 不 等 于 零 的 元 有 一 个 道 元 。 

城 的 定义 ”一 个 交换 除 环 叫做 一 个 域 。 

1》 域 之 等 价 定义 

集合 丘 对 于 它 的 加 法 与 乘法 作成 一 个 域 。 假 如 满足 以 下 
八 个 条 件 : 


i 加 法 交换 律 : 
at+b=bta 
ii 加 法 结合 律 ， 


G+ bio 一 (9 十 百 ) 直人 
iii 方程 可 解 : 

at+z=b 
ir)》 乘法 交换 律 ， 

ap = Ba 
Vv) 乘法 结合 律 ， 

QCBc) = (ab)e 
Yi) 方程 有 解 : 

ar=b (ar 0) 
vii) 于 至 少 有 一 个 非 零 元 
viii) 分 配 律 ， 

atb+ce)=ab+ac 
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以 上 a，b，c 是 让 的 任意 元 . 

2 》 构成 域 的 八 个 条 件 是 独立 的 。 

我 们 说 ， 某 一 个 条 件 是 独立 的 ， 就 要 举 一 个 例 ， 这 个 例 
满足 其 他 七 个 条 件 ， 只 是 不 满足 共 一 个 条 件 ， 应 该 注意 的 是 
这 与 验证 不 作成 域 是 有 区 别 的 ， 不 作成 霹 ， 只 要 有 一 条 不 被 
满足 就 行 了 ， 不 去 管 其 他 七 条 的 情形 。 

例 1 条 件 D 是 独立 的 。 

五 ,= {所 有 正 有 理 数 } 

加 法 ，cGD5 = 

乘法 ，cG@Ob= 吧 
首先 ， 不 适合 如 法 交换 律 : 

2 四 3=-3，3 四 2= 2 
容易 验证 满足 其 他 七 个 条 件 。 

例 2 条 件 ii 是 独立 的 。 

a= { 碾 有 有 理 数 } 

加 法 ，aGb= 一 a 一 已 

隧 法 : ob=ab 
首先 ， 不 适合 加 法 结合 律 ， 

2®D3®m1)= 20(-3-0)=2®0(-D) 

=—2-C-7)=5 

《2 四 3) 四 4=(C-2 一 3) 四 4 =( 一 5 四 4 

=~C- 5)-4=1 
容易 验证 满足 其 他 七 个 条 件 。 

例 3 条 件 iii) 是 独立 的 。 

五 s ={ 所 有 正 有 二 数 } 

加 法 a@D5=at6b 
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加 法 。aQ@b=ab 


首先 ， 方程 

3 +z= 2 
在 瑟 s 中 无 解 。 
容易 验证 满足 其 他 七 个 条 件 。 


例 4 条 件 ivY》 是 独立 的 。 
五 ,= {所 有 有 理 数 } 
加 法 。aGb8= ae+B 
滋 法 : a@6=b 
首先 ， 不 适合 乘法 交换 律 
2©03=3, 3©O2=2 
容易 验证 满足 其 他 七 个 条 件 。 
例 5 条 任 v》 是 独立 的 。 
五 se= {Car， es)| a1，&; 任 意 实数 } 
加 法 Caisas Cb1,bs)y= Ca tbi,as + bs) 
乘法 ; 《alyaz)CCbiypba)》 
=(abi—asbs, -ahs — asby 
首先 ， 不 适合 乘法 结合 律 ， 
(C12O003 ,4)OC(5,6)=(1,2)O(-9, -38) 


= {67,56) 
[CC1，2)O(3，4)GC5，6)=(-5 -10CC5，6》 
=(35, 80) 
容易 验证 满足 其 他 七 个 条 件 。 
例 6 条 件 vi) 是 独立 的 。 
五。 = {所 有 整数 } 
加 法 ，o@b6=at+6 
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乘法 ，aGb= ap 
首先 ， 方程 
2x=3 
在 五 。 中 没有 解 。 
容易 验证 满足 其 他 七 个 条 件 。 
例 7 条 件 vii) 是 独立 的 。 
FPF,={0} 
加 法 。aGDB5 = e+ 已 
剩 法 ab= ab 
首先 ， 不 满足 栈 ; 至 少 合 有 一 个 非 零 元 。 
容易 验证 满足 其 他 七 个 条 件 ，。 
例 8 条 件 viii》 是 独立 的 。 
下 = {所 有 有 理 数 } 
加 法 。a@5=a+6 
乘法 ; aOb=a+tb 
首先 ， 不 适合 分 配 律 ; 
2 OUBD)=202= 4 
(2OPDD2ODN =3@3= 6 
容易 验证 满足 其 他 七 个 条 件 . 
以 上 八 个 例题 也 是 八 个 作 不 成 域 的 例 ， 
3 ) 域 一 定 是 除 环 ， 除 环 未 必 是 域 。 
例 玉 ={ 所 有 复数 对 《〈c<，P2 上 
加 法 (clip + 《as 有 y= (aid+assB + 有 2》 
雪 法 ， (cp (es,Be) = (aras -BBsaps +h) 
容易 验证 民 蚌 一 个 除 环 。 
但 R 不 是 交换 环 
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人 0)C0, 1)=00, DD 
(0, 1 0)= C00, -0 
因而 R 不 是 瑾 。 

4 ) 在 域 上 的 两 个 多 项 式 相 等 一 定 得 到 此 二 多 项 式 函 数 
相等 ， 反 之 焉 真 。 即 两 个 多 项 式 函 数 相 等 ， 此 二 多 项 式 未 必 
相等 。 

例 见 多 项 式 一 章 中 所 举 之 例 。 

38。 特征 4 

定义 ”一 个 无 零 因 子 环 R 的 非 零 元 的 相同 的 《对 加 法 来 
说 的 》 哈 叫做 环 R 的 特征 。 

1) 特征 的 定义 限制 环 是 无 堆 因 于 。 若 没有 此 限制 情形 
就 不 同 了 ， 也 就 是 说 ， 在 一 个 环 里 ， 可 能 某 一 个 不 等 于 零 的 
元 对 加 法 来 说 的 酚 是 无 限 ， 另 一 个 不 等 于 零 的 元 的 阶 却 是 有 
限 的 。 

例 T R= {Chb, ko)| VABECI，AkcECar 
这 里 加 群 G ,= C5)，65 的 阶 无 限 ， 加 群 Gs= (ec)，c 的 阶 是 mr 

加 法 ， Ch1b,Ric) + Caby Rac) = Clb + hsb, kict hc) 

乘法 ， (hb ,kc hsb, Racy = (0, 0) 

则 卫 作 成 环 ， 这 个 环 的 元 

(58，0 ) 对 于 加 法 来 说 的 阶 是 无 跟 大 ， 

《0 ， 人 人 对 于 吉 法 来 说 的 阶 是 m。 

例 2 Zs 是 以 6 为 模 的 剩余 类 环 。 

E 2 ] 的 阶 为 3。[ 3 J 的 阶 为 2 。 

2 ) 在 特征 是 p 的 交换 环 里 有 

at+Bbr=art+b? 
推 而 广 之 有 
09 


《ai tarter tan) ?or + Gt + on 
以 及 
. (Catb)e" = a + be Cn 是 非 负 整数 ) 
3 ) 在 域 的 条 件 中 将 乘法 对 坤 法 的 分 瑟 律 
aCtb+ce)=ab tac 
换 为 加 法 对 乘法 的 分 配 律 
a+ (be) = (q+b) (a+e) 
是 不 是 仍 作成 域 ? 
“我们 的 回答 是 否定 的 。 
因为 若 能 作成 域 ， 则 将 导出 矛盾 。 
” 域内 有 单位 元 1。 则 有 1+(1 .TD=KFDKI+IT 
为 了 看 起 来 明 量 ， 这 里 用 ee 代替 1， 这 样 就 有 
e+te ey=(e+e)(e+e) 
即 2e=2e* 2e 
车 特征 二 2， 出 2e 史 0， 可 得 2e* e 因 而 e = 0， 故 矛盾 8 
车 特征 = 2 ， 此 时 对 元 e，e，10 而 言 ， 
et+te* 0)=(ete)let 0) 
a=20 
e= 0 亦 巴 盾 。 
4 。 数 环 ， 数 域 
这 里 给 出 关于 数 环 、 数 域 几 个 正面 的 例题 
1) 抄 出 含 7 与 18 的 最 小 数 环 。 
会 7 与 18 的 数 环 R， 则 还 必须 包 合 
18-7=11 
同样 ，11- 7 了 7 =4ER，7-4e=3cR 4-3=1€ER 
我 们 知道 ， 只 要 1E 尺 ， 则 尺 包 含 所 有 整数 ， 而 所 有 整数 确实 
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作成 数 环 ， 那 么 可 以 说 。 最 小 的 含 7 与 18 的 数 环 就 是 整数 
环 。 关 于 最 小 这 一 点 用 找 法 可 乞 。 

2 ) 找 出 合 v 3 的 最 小 数 环 。 

敏 会 v3 的 数 环 ， 则 需 含 hw 3 Cn 为 这 数 》 以 及 (v3)* 

《8 为 正 整数 ?， 归 纳 起 来 应 会 
3mz+nvwA 3 《m，1? 为 整数 ) 

形式 的 数 ， 令 

民 = {3m+ mA31m，n 为 驻 数 } 
容易 验证 及 是 含 v 的 数 环 ， 至 于 尽 是 含 v 3 的 最 小 数 环 由 
搁 法 可 见 。 

3 ) 在 加 数 环 Z 中 找 出 含 3 而 不 含 5 的 最 大 数 环 。 

会 3 而 不 食 5 的 数 环 要 包 会 3m 《〈m 为 整数 ) 形式 的 数 。 

而 R={3ml mE Z} 
确实 作成 数 环 。 

现在 再 证 明 R 是 Z 中 含 3 而 不 含 5 前 最 大 数 环 。 

车 RR 再 含 一 个 不 是 3m 形 式 的 整数 ,那么 就 有 Cn, 3) = 1， 
因而 存在 整数 !、k 使 得 

in+3k= 1 

由 于 # 是 尺 的 元 ，if 就 是 RR 的 元 以 及 3& 是 民 的 元 , 歼 有 工 是 RR 
的 元 ， 因 此 尺 含 所 有 的 整数 ， 故 含有 5 ， 所 以 {3mal mE 2} 是 
售 3 而 不 含 5 的 2 中 的 最 大 数 环 ， 

4) 局 =RUY 2]= tao+5a 2 +cbd4ic，5， 5 为 任意 
有 理 数 } 
则 严 是 数 域 。 

证 玉 含 有 非 零 元 ,如 2E。 

CE 


TOT 


=(a to tb tb YT +tct eSAEF 
I Ca + biB 2 + oR da th8 2 + cy 4) 
= Caras + 2bics +2c1bs) + Carbs + asbl + 2010.) x 
xME+tlacs tasci tbb I MIEF 


ii cl 这 时 gs+ b+ cr 
Ga th 2 +¢c a8/4 
* 0 
at YD+ro dN x 
G2 thd B40en 4 
wx Ca bcs) + 208— ob I + bi moc) YE 


Ca — 2bacs) + (2oE ~ bo) B/E +t (bia 4 


GaaE ~ Babscs t+ 4c1c3 ~ 2asbacr*+ 2b1b3 ~ 20ab1cs 


a +203+ 4c3™~ 60 bc 


+2aac 一 Qiaaparasp-2bipacar253cCi- 26sclcsa8y 到 


ai + 2bi +4c3 ~ Basbscs 


wbi ~ onacs + ofo1 ~ 2b2crca + 2bici — gab1b, y 


Gi Tob rac i- 6o2bscr 
xBAER 
这 里 (Caf 一 2bscs) (9c -asbs yd/ +-arc) 和 YE 
不 然 。 ai-2bics= 0 * C1y 
2ci~ asbs= 0 (2) 
bi—acs= 0 C8) 


因 汶 a:，52。cs 不 同时 为 90， 不妨 设 oz 关 0 《 若 4.= 0， 
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可 设 6 ,或 c: 之 一 不 为 0， 情 涡 和 csw 0 关羽 地 推导 )》， 由 
《3) 得 ca 并 将 cz* 代 入 《1 ) 而 后 得 


ai-2bi=0 
车 62= 0 则 as= 0， 所 以 6, 尖 0。 
由 此 得 
3 
2) =2 
即 
人 故 矛盾 。 
2 
有 环 


定 久 ”一 个 环 只 的 一 个 子 集 5 叫做 RR 的 一 个 子 环 ， 假 如 
人 S 本 身 对 于 RR 的 代数 运算 来 说 作成 一 个 环 。 

以 下 将 分 别 讨论 环 与 子 环 关于 交换 性 、 零 因子 、 单 位 元 
的 情形 。 

1。 关 于 交换 性 

I》 环 及 是 交换 环 ， 子 环 S 也 是 交换 环 。 

例 ”下 是 实数 环 ，5 = 整数 环 Z。 

2 ) 环 及 是 非 交换 环 ， 子 环 $ 是 交换 环 。 


quii'vany 
例 1 丸 = 环 = ( > ] 时 


aaa 用 


那么 ，R-" 是 非 交换 环 ， 


对 
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是 Ron 的 交换 子 环 。 
讽 2 。 尺 = 万 而 可 是 加 元 数 非 交 换 环 。 
5S= 复 数 环 C， 而 且 是 可 的 交换 子 环 。 
我 们 说 明 一 下 四 元 数 环 @Q。 
= {a+bi+cj+d 岂 a，5，c，d 均 汶 实 数 } 
二 
if=— ji=k, = 一 有 = 一 
加 法 为 Ca++cf+dk)+ (Car +bitc jt+d’ hy) 
=(ara + b+ It to NF +d +d)k 
容易 验证 人 @ 是 非 交 换 环 ， 其 元 素 称 汐 四 元 数 。 
3 ) 环 尺 是 非 交 换 环 ， 子 环 5 也 是 非 交 换 环 。 


_ Gl Gs Gils 
例 R= Rsx3= ( aazs os] 天 对 


gn Qa 人 3 9 
a b 
5S- 人 (° 0 路 b, oe 数 | 
0 0 0 | 


易 知 S 是 RR, xs 的 子 环 ， 而 且 是 非 交换 的 ， 


0 1 2\0 4 5 0 0 6 
( 0 sj 0 6)- fs 0 5] 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 
入 0 0 12 
( 0 s)(o 0 :)}- ( 0 o) 
9 0 0 0 0.0 9 0 9 
2 - 关于 零 因 子 


1》 环 无 起因 子 ， 子 环 S 也 无 零 因子 。 
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倒 R= 整数 环 Z，$ 是 假 数 环 。 
2 ) 环 R 有 零 因 子 ， 子 环 S 有 和 零 因子 。 


例 R= I “ng 
G21 Uz2 
RRaxs 有 零 因 于 。 


S={("，。)| a1， a 是 实数 } 
易 知 5 是 Rx 4 的 于 环 上 且 有 和 零 因子， 


(Go 1) 0) 
3 ) 环 玉 有 零 因 子 ， 子 环 S$ 无 零 因 子 。 
se 全 “a 1 
例 R=Rix:= 1 a 是 实数 
tea ai ] 
有 零 因 子 。 


s-{(° o) < 是 实数 ] 


曙 见 ，S 是 尽 a :的 子 环 ， 而 无 零 因子 。 
8。 关 于 单位 元 
1 》 环 尺 有 单位 元 ， 子 环 S 也 有 单位 元 ， 而 且 单 位 元 一 


致 。 
例 ” 尺 = 有 理 数 环 Q， 单 位 元 为 1 。 _ 
子 环 S = 整数 环 Z， 单 位 元 为 1 ， 放 单位 元 一 致 
2 》 环 尺 有 单位 元 ， 子 环 8 也 有 单位 元 ， 但 单位 元 不 一 
致 。 
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2I1 | 
例 R= Rw:= ws 对 
azi G22d| 


有 单位 元 (1 1) 。 
Ss- 了 ("jj 是 实 站 
易 甸 S 是 Rs :的 子 环 ， 而 3 的 单位 话 是 《 1 。)， 但 总 位 
元 不 一 致 。 
3 》 环 及 有 单位 元 ， 子 环 S 无 单位 元 ， 
例 。R 是 叉 数 环 Z， 有 单位 元 1 ， 而 子 环 3 是 偶 雪 环 ， 


没有 单位 元 。 
4 》 球 丸 无 单位 元 。 子 王 S 有 位 单元 。 


全 R= 改 小 | 
0 5 有 
mt: (0 br a)-( 0 ar 
Nk, (2Xo 2)-(o 0) 
容易 验证 R 是 环 ， 旺 然 没 有 单位 元 。 
mw Sn 长 9 ow } 
是 RR 的 于 环 ， 于 环 S 有 单位 元 ( ， 0 )。 
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5 )》 环 六 无 单位 元 ， 子 环 8 无 单位 元 。 
例 有 是 偶数 环 ， 无 单位 元 ， 
S= 14mlm 是 整数 } 

是 R 的 子 环 ，S 也 没有 单位 元 。 

4 。 关 于 左 、 右 单位 元 

这 里 讨论 关于 一 个 环 的 左 、 右 单位 元 存在 情况 . 

1 ) 无 左 单位 元 也 无 右 单位 元 。 

例 偶数 环 . 

2 ) 有 左 单位 元 也 有 右 单位 元 则 一 定 有 唯一 左 单位 元 、 
唯一 右 单位 元 且 二 者 相等 . 

3 ) 有 了 唯一 左 单位 元 则 此 唯一 堪 单位 元 必 为 右 单位 元 - 

4 ) 有 唯一 右 单位 元 则 此 唯一 右 单位 元 必 为 左 单位 元 。 

5)》 有 多 个 〈>>1 ) 左 单 位 元 而 无 右 单位 元 。 


例 1 R=- 人 (5 6)， 5 是 可 
务 知 RR 对 矩阵 的 加 法 与 短 阵 的 敢 法 作成 环 ， 
6 五 
ar (oo)(o or-(。 0) 
故 知 
(1 ) 是 R 的 左 单 位 元 。 又 贞 于 < 的 任意 狂 ， 所 以 窒 


无 穷 多 个 左 单位 元 . 
因为 
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(人 区 =-( 1) 


则 有 ah=a 因而 h= 1 


oh=5 而 8- 也 
好 


未 必 是 整数 ， 而 县 & 是 由 a、b 的 不 同 而 不 同 ， 故 玉 没有 右 单 
位 元 。 
例 2 卫 = {Cao，2)1o，5b 是 整数 } 
规定 加 法 为 《a,5)+ Cc,d) = (atc,bftd), 
忆 法 为 (a,b)Ce,d)= (ac, ad) 
情 为 环 ， 有 无 穷 儿 个 左 单位 元 而 无 右 单位 元 。 


$3 环 的 同 态 


1 。 与 环 同 态 者 未 疼 是 环 。 

定理 ”车 存在 一 个 环 尺 到 非 空 集合 束 的 铀 射 ， 使 得 RR 与 
下 对 于 一 对 加 法 以 及 一 对 乘法 来 说 都 同 态 ， 那 么 有 万 也 是 一 个 
环 。 

反之 不 二 ， 即 存在 一 个 非 空 集合 R 到 一 个 环 及 的 满 射 ， 
使 得 RR 与 丸 对 于 -- 对 加 法 以 及 -- 对 乘法 来 说 都 同 态 。R 未 
必 是 一 个 环 。 

例 尺 =<{ 所 有 整数 } 

加 法 。 oaGD8 -5 

剧 法 ， ob=ab 

下 = 140} 是 环 

只 ag—>0 
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上 是 卫 到 下 的 满 射 ， 且 RR 与 页 同 夸 。 

但 R 不 是 环 。 

2 。 同 态 环 未 必 保持 反 轩 的 交换 性 。 

定理 ”假定 六 和 充 是 两 个 环 ， 且 尽 与 枣 回 态 ， 菏 尺 是 交 
换 环 、 则 责 也 是 交换 环 ， 著 民有 单位 元 ， 则 克也 有 单位 元 。 

反之 不 真 ， 即 在 环 如 与 环 琅 同 态 条 件 之 下 ,及 是 交换 还 ， 
丸 未 必 是 交换 环 ， 丈 有 单位 元 ， 尺 未必 有 单位 元 。 


例 ! R=Ren{( sa 万 是 零 环 ， 
Gr nn 人 
在 两 者 之 闻 ， 容 易 建 立 清 射 ， 且 Rw 与 百 同 态 ， 
万 是 交换 环 ， 而 R." 是 非 交换 环 。 
例 2 尺 是 偶数 环 ， 交 是 零 环 。 在 两 者 之 间 ， 容 易 建 立 
怀 到 及 的 满 射 ， 且 RR 与 及 同 态 。 
及 有 单位 元 ， 但 R 讽 有 单位 元 。 


例 3 R={Ce sy, 6 是 整数 


瑟 是 没有 单位 元 的 菲 交换 环 。 
页 是 整数 环 Z 凡 为 有 单位 元 的 交换 环 。; 
但 在 


之 下 ， 尽 与 页 (= 2Z) 同 态 .” 
3 ， 关 于 零 因子 - Sm 
例 1 ” 环 R 到 环 瓦 有 一 个 闻 访 注射 ， 玉 没有 零 因 子 ， 丽 
可 以 有 鹤 因 子 。 
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环 是 整数 环 Z， 再 是 以 为 模 的 琵 余 类 环 Zr。 
$s a—> [aJ 
是 和 到 Zr 的 一 个 同 态 清 射 。 
2 没有 零 因子 ， 而 QZn 当 mn 是 合 数 时 有 零 因 子 。 
例 2。 环 只 到 环 页 有 一 个 同 态 满 射 ， 丸 有 零 因子 ， 素 可 
以 没有 零 因 子 。 
卫 = {Ca, b)la, 6 是 整数 } 
加 法 (a BD Cass ba = Ca tas, bt+ba) 
湛 法， 《6@1,617Ca2s027 = Ca1as bi1b:) 
了 显然 作成 环 。 
及 是 整数 环 Z。 
内 《ayB) 一 > 
是 RR 到 下 的 同 态 满 射 。 
五 有 零 因 子 : 
(ao，03(C0。 5=(0，0) 
但 没有 零 因子 。 
4 。 环 与 真子 环 同 构 的 例 
例 ” R[x] 是 有 单位 元 的 交换 环 有 上 的 一 元 终 项 式 环 。 
令 R[x*]= {所 有 as 十 qr? 十 +anx*"|arE RR} 
显然 ” 哺 [zz]c=Rrz] 
但 ZzEREz*] 
否则 


r=bo+bia: br bo bi 不 全 为 0 
测 有 66-z+thr + + bx"= 
这 与 z 是 收 上 玉 定 元 牙 盾 ， 所 以 五 [x*J 是 R[x] 的 真子 集 ， 至 
于 zr? 是 RR 上 未 定 元 是 显然 的 ， 且 昂 见 在 
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$B fr) f(x’) 之 Ff, REzJe REz:] 
这 就 是 说 ，REe*J] 是 RLx] 的 走 子 环 , 且 此 真子 环 与 REx] 
同 构 。 
5 。 关 于 特征 
例 在 整数 环 Z 与 Zp 建立 
$: n—> Ein] 
显然 是 Z 到 Zp 的 一 个 同 态 满 射 
而 Z 的 特征 是 无 限 大 ，Zp 的 特征 是 pp。 


$4 理 起 


定义 ” 环 R 的 一 个 非 空 子 集 入 叫做 一 个 左 《〈 右 ) 理想 子 
环 简称 在 《 右 〉 理 想 ， 假 如 

iy a,bE Na-bEN 

Kii) oco€EN, rE Rralor YEN 

假如 下 是 的 左 理想 子 环 同时 又 是 右 理想 子 环 ， 也 就 是 
说 ， 

《ip abEN3a-bEN 

(Gy oao€EN,r€E Rra,arEN 
我 们 就 把 六 叫做 的 理想 子 环 ， 简 称 理想 

1 。 尾数 环 是 整数 环 Z 的 理想 子 环 。 

2 ， 是 左 理 想 子 环 丽 不 是 右 理想 子 环 的 例 

al Gas 
Ze 


Ga 


n={ : Jj，5 是 节 数 } 
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易 知 六 是 Z ,x :的 左 理 想 子 环 而 不 是 右 理想 于 环 。 
3 。 龙 有 理想 子 环 而 不 是 左 理想 子 环 的 例 


Zn 2 )o 忆 监 煞 | 


byl y 

v=-{ 0 ?是 整 孝 | 
昂 知 六 是 Z， :的 右 理想 子 环 ， 但 不 是 左 理想 子 环 。 
4。 既 不 是 左 理想 子 环 也 不 是 右 理想 于 环 有 的 例 


Ze {Co 是 下] 


Goal Gas 
= 人 ®)e, bc 是 整 政 了 


A 既 不 是 Z，、, 的 左 理想 子 环 也 不 是 右 凶 想 子 环 。 

5 ， 我 们 知道 “一 个 除 环 内 有 两 个 理 福 ， 就 是 堆 理 起 和 
单位 理想 * 。 

反 过 不 真 ， 即 具有 零 理想 和 单位 理想 的 环 未 必 是 除 环 。 

a a 

全 Qe 2 是 有 有理 玫 | 
我 们 说 ，Qss* 呈 有 零 班 起 网 单 位 理想 。 

设 N 是 gs: 的 一 个 理想 ，NYO 


o 
ea 
不 失 一 般 性 ， 假 设 a1 1 0。 
那么 
Oa way 1 0 at 0 
Ce No ee oe 


II2 


DC oe 的 =(5 es 
蔓 知 (Be )Jew 


GT 0 oi 0 i 0 

G oo a (0 1 EN 
所 以 ”N=Qe， 
但 Q;:: 不 是 除 环 ， 因 为 


(2) 没有 闻 ， 


定义 如 ={ 所 有 (zayi 二 。%… 寺 meGym 十 SG 二 af 十 HG 
其 中 mm，yp 总 5E 环 尺 ，" 是 整数 ， 拒 六 叫做 由 = 生成 的 主 
理想 ， 用 符号 (a》 未 示 ; 
当 卫 是 有 单位 元 的 交换 环 时 ， 
N= tralr€ R} 
当 六 = {所 有 ss: 十 ss + 二 so 5 (aD)》 
把 六 叫 艇 由 qis ax …，mm 生 成 的 理想 ,用 符号 《el gz， aam7 
表示 。 
6 。 主 理想 一 定 是 理想 ， 理 想 未 必 是 主 理想 。 
例 2Z[z] 是 整数 环 2 上 的 一 元 多 项 式 环 ，《2 ,z? 是 
ZLz] 的 一 个 理想 。 
因为 Z[x] 是 有 单位 元 的 交换 环 ， 
则 《2。2z)=1{ 记 有 2p1Cx)+xps(r)1ip(x) € ZE]} 
即 (2，。zx)= {所 有 24o 二 Qiz+ rorEZ,n> 0} 
我 们 说 ，《 2 。z》 不 是 主 理想 。 
假设 《2，z) = 《ptz))， 就 有 
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2E (pTYY, rE CPL) 
即 2 =g(r) plr), r= hr) pry 
而 2 = ptr) px) =a 
T=ak(r a=+1 
这 样 ， 士 1 = pCz)E C2，Xx)、 土 显然 写 不 咸 以 下 形式 
Zao t art + Onr™ 
故 牙 质 。 
《2 ，z) 是 Q[z] 的 一 个 主 理 想 。《Q 是 有 理 数 域 》 
7 ， 对 于 环 R 的 固定 元 0 来 说 ，NN = {ralr& 卫 } 构 万 RR 的 
理想 ， 但 不 一 定 有 NN 3a。 
俩 ”是 偶数 环 ，N = { 所 有 rd4lrE Ri。 易 知 广 是 只 的 
理想 ， 
但 4 EN， 这 是 因为 RR 没 有 单位 元 ,+ 始终 不 能 取 1 。 
这 也 就 是 说 ，N 是 理想 ， 但 不 是 由 4 生成 的 主 理想 。 
定义 ”一 个 环 R 的 而 不 等 于 RR 的 理想 NY 叫做 一 个 最 大 理 
起 .车 除 了 RR 与 和 自己 外 ， 没 有 包含 六 的 理想 。 
8 。 一 个 环 的 最 大 理想 不 一 定 只 有 一 个 。 
妈 ”2Z 是 整数 环 ，N =(p)， 而 p 是 素数 。 易 知 (p》 是 
天 最 大 理想 。 
意思 是 只 要 请 是 素数 ， 《2) 就 是 最 大 理想 。 如 (2 )， 
《3)，《5)… 都 是 2 的 最 大 理想 。 
注意 。， 当 是 非 素数 时 ， 〈(p》 不 是 索 数 环 Z 的 最 大 理 


想 。 
当 p= 0 时 ，(p)= 0， ZC(2) 汪 C0) 
当 p= 1 时 ，(p)=22 
当 p=mn Cm ln 1) ,ZODEUp) 
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9 。 焉 数 域 ，pCr) 是 多 项 式 环 FEz] 里 的 一 个 不 可 约 多 
项 式 ， 则 Cp《x)) 是 下 (x) 的 最 大 理想 ， 

10。Z[z] 是 整数 环 Z 上 一 元 多 项 式 环 ,T[z] 的 理想 Cr) 
不 是 ZFz] 的 最 大 理想 ， 明 显 地 有 Cx)CC2，z)CZLxJ,， 肯 
Cx) XT (C2, TX) ZIT], 

11。 一 个 无 零 因子 的 非 交换 环 不 一 定 能 被 一 个 除 环 包 
含 。 

例 人 参看，4。， Malcev, On the Irnmmersion of an 
Algebraic Ring tnto a Field, Math Ann P.113-.1936, 


$5 人 整 环 里 的 因子 分 解 


1 。 单位 

定义 ” 整 环 1 的 一 什 元 ce 叫做 1 的 一 个 单位 ， 息 如 s 是 一 个 
有 遵 元 的 元 。 

元 5 号 做 元 a 的 相伴 元 ， 假 如 5b 是 和 一 个 单位 的 节 积 ， 

已 = ea 

我 们 说 ， 单 位 元 一 定 是 单位 ， 但 反之 不 真 . 

例 ”整数 环 是 整 环 J。- 1 €1， 而 ~ 1 是 单 位 ， 便 不 
是 单位 元 。 

z 。 唯 一 分 解 

定义 ” 整 环 7 的 一 个 元 如 叫做 一 个 素 元 ， 假 如 p 既 不 是 零 
元 ， 也 不 是 单位 ， 并 且 p 只 有 平凡 因子 。 

定义 ”一 个 整 环 ! 的 一 个 元 a 在 ! 里 有 唯一 分 解 ， 候 如 以 
下 条 件 被 满足 : 

《iD a= pbap 《是 7 的 素 元 ) 
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(ii) 车间 时 
《gs: 是 7 了 的 素 元 7 


gga…gs 
那么 
r=s 
并 且 把 q: 的 次 友 掉 换 一 下 ， 使 得 
gi = Esp 《ei 是 了 的 单位 》 


1 猎 没 有 素 元 也 没有 可 分 解 元 的 环 是 存在 的 。 

例 任意 域 都 是 度 没 有 素 元 也 没有 可 分 解 元 的 环 。 

2 ) 不 能 分 角 为 素 元 乘积 的 环 

例 1 慌 ={al275+ci2“7 十 十 qn27a 
其 中 se 是 自然 数 ，o1，、az，-…，ar 是 整数 ，x1，xs，…，xn 是 
非 负 的 二 进 有 理 数 ， 即 展 如 2 ， 此 处 my 是 非 负 整数 。 


形 如 


O121+022"2 + + Gn2 "0 
的 数 的 和 、 差 、 积 仍 为 加 大 形状 ， 此 即 说 明 尺 是 环 - 
当 w= 1，zi= 0 时 ， 以 上 形式 的 数 成 为 cy， 页 ": 是 


任意 整 数 ， 所 以 R 包 含 所 有 整数 ， 特 别 地 含有 单位 元 1 。 
数目 2 在 及 中 可 以 分 解 为 以 下 形状 
2 = 2 二 2 二 2 二 2 二 2 本 -2 二 2 再 2 直 2 吉 =，… 


可 以 证 明 ， 数 2 以 及 形 如 2 2 《有 是非 负 整 数 ) 的 数 都 不 是 
羽 的 单位 - 

因此 ，2 在 R 中 不 能 分 解 为 索 元 的 乘积 。 

例 2” 设 F 为 域 ， 作 
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刀 = atzel+aarez 十 十 Doraajlais Gas “sar€E PF, 
al， cay…co 是 非 负 有 理 数 } 
在 有 R 中 规定 加 法 
flr) + ge) = Caz + arms te t+ arrr ed + 
Bri+tbr tet brn) 
= ar th rit os tba)rra tt 
+ (Cat by)r"n 
在 只 中 规定 乘法 
FI = Ca Tr tar d+ Ar") X 
X (BizxB1 + Borhi t+ + baxhn) 
四 六 > 局 | 
则 民 为 一 整 环 。 
非 零 元 z 既 不 是 单位 也 不 是 素 元 ， 人 
要 了 


YE E 才 TT 三 区 - EE 让 
zx 二 ，z 二 ，xz 吉 ，… 后 者 为 前 者 的 真 因 于 ， 这 说 明 z 不 能 
分 多 为 有 限 个 类 元 的 师 积 。 

3 ) 非 唯 一 分 解 环 


我 们 问 ， 是 不 是 整 环 ! 的 既 不 等 于 零 也 不 等 于 单位 的 元 
都 有 唯一 分 解 ? 回答 是 未 必 。 

例 7= {所 有 a+bw 3|1o，5 是 整数 } 
了 是 整 环 。 

《1 》7 的 一 个 元 e 是 单位 ， 当 而 且 内 当 1e1* = 工 .( 利 用 
复数 绝对 信 的 概念 ) 

《2 ) 适合 条 件 1al? = 4 的 7 的 元 co 一定 是 素 元 。 
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首先 ， 既然 la|*= 4，a 交 0， 并 由 《1 )》c 也 不 是 音 
位 ， 假 定 8 是 a 的 因子 ， 
B=atbvw—- 83, a=py 
就 有 4=181° |r|* 
不 管 ，z8 是 什么 整数 ， 
1812=G +36* 2 
因此 181?= 1 或 4 。 
车 是 ”1812= 1， 和 由 《1》， 有 是 单位 . 
车 是 181*= 4， 闭 么 1?1? = 1，7 是 单位 - 
因而 B= 
有 是 ce 的 相伴 元 ， 这 样 w 只 有 平凡 因子 ，c 是 素 元 。 
现在 看 7 的 元 4 。 
4 二 2。2 
=(1 tv- 31-vV -3) 
因为 |21*=4， |1+vV -3|*=4, |1 -wv-3|l:=4 
由 (2)，2，1 + 一 3， 1 一 vw 一 3 都 是 了 的 素 元 ， 这 
就 是 说 ， (C4) 表示 4 在 7 里 有 两 种 分 解 ,由 (1)，14+w 一 了， 
1 -一 3 都 不 是 2 的 相伴 元 ， 内 而 按 定 义 以 上 两 种 分 解 不 
同 ， 这 样 4 在 7 里 有 两 种 不 同 的 分 解 。 
8 。 最 大 公 因 子 
定义 ”元 = 叫做 cl，a:，…*e 的 公 因 子 , 假 如 c 同时 能 够 
整除 4 1，as，…s gr。 
元 ae ya 的 一 个 公 因子 4 叫做 cj,az…va 的 最 大 公 
因 于 ， 假 如 d 能 够 被 oly as ar 的 每 一 个 公 因 于 “整除 。 
在 旷 环 里 的 两 个 元 是 不 是 一 冠 有 最 大 公 因 子 ? 
例 7= {c+bv 5 job 是 整数 } 
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(A) 


了 是 整 环 。 

可 以 证 明 在 7 里 1 ~ 5 和 3 +w5 是 相伴 元 都 不 是 
单位 ，1 + 5 和 8 -是 相伴 元 ， 者 不 是 单位 。 明 显 地 
有 

1+w5=(2+w5)(3-w5) 

由 于 e+ bw 5 是 单位 的 充分 与 必要 条 件 为 -552 = 土 1 
芍 可 推断 2 +w 5 是 单位 。 

4=2.2=(3 t+ 5)(3 -5) 

而 2，3 +w5，3 -以 E 是 素 元 ，3 + 5 不 是 2 的 相伴 
元 ， 这 祥 ，4 在 7 蛙 有 丙种 不 司 的 分 解 。 

4 和 2 +2wv5=2(+w5) 没 有 最 大 公 因 子 。2 和 
1 +w 5 只 是 公 因 于 而 不 是 最 大 公 因 子 ， 

4 。 崔 一 分 解 环 、 主 理想 环 、 欧 氏 环 

定义 ”一 个 整 环 了 叫做 一 个 唯一 分 解 环 ， 假 如 7 的 每 一 
个 既 不 等 于 等 又 不 是 单位 的 元 都 有 了 唯一 分 解 。 

定义 一 个 驻 环 二 叫做 一 个 主 理想 环 ， 假 如 了 的 每 一 个 
理想 都 是 主 理想 ， 

定义 ”一 个 整 环 7 叫做 一 个 欧 氏 环 ， 假 如 

<3》 有 一 个 从 的 非 零 元 所 作成 的 集合 到 之 0 的 整数 集 
合 的 映 庙 办 存在; 

(ii》 给 定 了 7 的 一 个 不 等 于 私 的 元 a，17 的 任何 元 5 都 可 
及 等 成 


百 = ge 十 他 {gq ?ENTS 
的 形式 。 这 里 或 是 ? = 0 或 是 $CY)< 近 $Ca)。 
我 们 知道 : 
一 个 主 理想 环 7 了 是 一 个 唯一 分 解 环 ， 任何 欧 找 环 了 一 定 
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是 一 个 主 理想 环 . 但 反之 不 真 。 即 唯一 分 解 环 不 一 定 是 主 理 
想 环 ; 而 主 理想 环 不 一 定 是 欧 民 环 。 

例 1 2Z 是 整数 环 ， 那 么 Z[z] 是 唯一 分 解 环 ， 但 Zrz] 
不 是 主 理 想 环 ， 这 是 因为 : Z[zxz] 的 理想 《2， zx》 不 是 主 理 
想 。 

例 2 了 是 唯一 分 解 环 ， 那 么 7[z, y] 也 是 唯一 分 解 环 。 

了 = rflz, y) + yglxy yf 23 7) 97, 2yDETLzyy] 
则 J 是 理想 ， 但 不 是 主 理想 。 

还 J 为 主 理想 ， 则 有 Rx，y) 修 

了 = (ChCr, yy 

但 z,y€EJ， 所 以 _ 

PKz,y)|1z，HhKzyy)1ys 人 jz) 为 非 零 常数 ， 
可 是 7 不 包含 非 零 常数 ， 故 
从 Thr, y)) 

例 8 ”一 个 主 理 想 环 不 是 欧 氏 环 的 例 请 参看 ， 马 士 青 “ 
Motahin) ,The Euclidean otgorithm, Bulls Amere Ma= 
1h. Soc, 55, p.p. 1142—1146, C1949) 。 
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